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Résumé 

Let E / F be a quadratic extension of non-archimedean local fields of characteristic and 
let G = U(n), H = U(m) be unitary groups of hermitian spaces V and W. Assume that V 
contains W and that the orthogonal complément of W is a quasisplit hermitian space (i.e. 
whose unitary group is quasisplit over F) . Let ir and a be smooth irreducible représentations 
of G (F) and H (F) respectively. Then Gan, Gross and Prasad have defined a multiplicity 
m(n, a) which for m — n — 1 is just the dimension of Homu^p^ (jr, a). For n and a tempered, 
we state and prove an intégral formula for this multiplicity. As a conséquence, assuming 
some expected properties of tempered i-packets, we prove a part of the local Gross-Prasad 
conjecture for tempered représentations of unitary groups. This article represents a straight 
continuation of récent papers of Waldspurger dealing with spécial orthogonal groups. 

Introduction 

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique nulle et E une extension quadra- 
tique de F. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur E muni d'une forme hermitienne 
symétrique non dégénérée h. Un tel couple sera appelé espace hermitien. Supposons donnée une 
décomposition orthogonale V = W Ç$D@Z où D est une droite et Z est une somme de plans hy- 
perboliques i.e. admet une base («i)i=±i ± r telle que h(vi,Vj) = Si _ j pour i,j = ±1, . . . , ±r. 
Notons G et H les groupes unitaires de V et W respectivement. Considérons le sous-groupe 
parabolique P de G des éléments qui conservent le drapeau de sous-espaces totalement isotropes 

Ev r C Ev r Ev r -i C ... C Ev r ... Ev\ 

Soit M la composante de Levi de P des éléments qui conservent les droites Evi pour i = 
±1, . . . , ±r. On a un isomorphisme naturel M ~ {R^/fGLiY x Go où Go est le groupe unitaire 
de Vo = D © W et Re/f désigne la restriction des scalaires à la Weil. Notons U le radical 
unipotent de P. Soit £ un caractère de U(F) invariant par conjugaison par H{F) et qui est 
générique pour cette propriété (la définition exacte de £ est donnée dans la section 4). Pour 
(tt, E n ) et (a, E a ) des représentations admissibles irréductibles de G(F) et H (F) respectivement 
on définit HomH,ç(ft,cr) comme l'espace des applications linéaires l : E n — > E a qui vérifient 



l(n(hu)e) = Ç(u)a(h)l(e) 

pour tous e S E n , h G H (F), u G U{F). On définit la multiplicité m(7r, a) comme la dimension 
de cet espace, elle ne dépend que des représentations tt et a et pas des divers choix effectués. 
D'après [AGRS], on a 771(71", ci) ^ 1. La conjecture de Gross-Prasad telle qu'énoncée dans [GGP] 
décrit exactement quand la multiplicité m(n,a) vaut 1 en terme des paramètres de Langlands 
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de 7r et a. On démontre ici sous certaines hypothèses concernant les L-paquets des groupes 
unitaires une version affaiblie de la conjecture pour les représentations tempérées. Plus précisé- 
ment, supposons G et H quasi-déployés et affectons d'un indice i tout les objets définis jusque 
là : Gi, Hi,Vi,Wi . . .. Il existe à isomorphisme près un unique espace hermitien V a de même di- 
mension que Vi mais qui ne lui est pas isomorphe. On définit de même l'espace hermitien W a . On 
a encore une décomposition orthogonale V a = Z © D © W a . Admettons l'existence de L-paquets 
pour les groupes Gi(F), Hi(F),G a (F) et H a (F) ainsi que certaines propriétés de ces L-paquets 
(les hypothèses faites sont énoncées précisément en 18.1). Les paramètres de Langlands pour les 
groupes Gi et G a sont les mêmes. Soit (p un tel paramètre que l'on suppose tempéré et IL resp. 
II a le L-paquet de représentations de Gi(F) resp. de G a (F) correspondant (on a éventuellement 
Il a = 0). Soit de même îp un paramètre de Langlands tempérés pour les groupes Hi et H a et 
Ej resp. S a le L-paquet de représentations de LTj(F) resp. de H a (F) correspondant. Sous les 
hypothèses admises sur les L-paquets on montre le théorème suivant 

Théorème 1 // existe un unique couple (7T,a) G (IL x Sj) |_|(II a x S a ) tel que m(ir,a) = 1 

Le théorème 1 découle d'une formule intégrale pour la multiplicité m(ir,cr). L'idée de l'exis- 
tence d'une telle formule intégrale ainsi que sa preuve s'inspirent directement des articles [Wl] 
et [W2] de Waldspurger où est traité le cas des groupes spéciaux orthogonaux. Décrivons cette 
formule. On définit un ensemble T de tores (en général non maximaux) de H. Ce sont les tores 
T obtenus de la façon suivante : on a une décomposition orthogonale W = W © W" telle que 
les groupes unitaires de W" et W" © D © Z soient quasi-déployés et T est un tore maximal 
anisotrope du groupe unitaire de W . Soit T un ensemble de représentants de T pour l'action 
par conjugaison de H (F). Soit T G T. On définit sur T(F) trois fonctions déterminant A,D H 
et D G qui importent peu et pour lesquels on renvoie au corps de l'article pour des définitions 
précises. Plus important, si ir et a sont des représentations admissibles irréductibles de G (F) 
et H (F) respectivement on définit deux fonctions c n et c a sur T(F). Ces deux fonctions sont 
définies à partir des caractères 0^ et 9 C de n et a. Soit t G T(F) et soit Gt le centralisateur 
connexe de t dans G. D'après Harish-Chandra, au voisinage de t le caractère 9 n est combinaison 
linéaire des transformées de Fourier des intégrales orbitales nilpotentes de Qt(F) (où Qt désigne 
l'algèbre de Lie de Gt)- Plus précisément il existe des nombres complexes c nt o(t) indexés par 
les orbites nilpotentes dans Qt(F) et un voisinage ui de dans Qt{F) de sorte que pour toute 
fonction ip G C^°(uj) on ait 



où fi désigne la transformée de Fourier de <p et Jç> est l'intégrale orbitale sur O. La somme porte 
sur l'ensemble des orbites nilpotentes de Qt(F). Bien sûr les mesures et la transformée de Fourier 
doivent être définies précisément, on renvoie pour cela au corps de l'article. Soit Nil reg (Qt(F)) 
l'ensemble des orbites nilpotentes régulières. On pose alors 




cv(i) = 



T l QeNil reg ( St (F)) Ctt.O^) 

\Nil reg ( 5t (F))\ 



On définit de même la fonction c a . Posons 
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où W(H,T) = Norm H ( F }(T)/Cent H ( F -)(T) et cr v est la représentation contragrédiente de a. 
L'expression ci-dessus est bien définie (les intégrales sont convergentes pour Re(s) > et ad- 
mettent une limite lorsque s tend vers 0). Le résultat principal de cet article est le 17.1.1 dont 
voici un énoncé : 

Théorème 2 Si tt et a sont tempérées, on a 

m(ir,o) = m georn (TT,a) 

Décrivons brièvement comment l'on déduit le théorème 1 du théorème 2, l'idée étant issue de 
l'article [Wl]. Sommons les multiplicités m(7r, a) pour (tt, a) parcourant (IL, x Sj) \_\(H a x S a ). Le 
théorème 2 permet d'exprimer la somme sur les (tt, a) G IL x Sj comme une somme d'intégrales 
sur un ensemble de tores %. De même le théorème 2 exprime la somme sur les (tt, a) € II a x S a 
comme une somme d'intégrales sur un ensemble de tores T a . On peut regrouper ces tores suivant 
leurs classes de conjugaison stable. On a une notion naturel de transfert entre les tores de T a et 
les tores de %. Plus précisément on peut transférer une classe de conjugaison stable de T a en une 
classe de conjugaison stable de %. Le transfert est injectif et presque surjectif : toutes les classes 
sont atteintes sauf celle du tore {1} € %. On peut aussi transférer les différentes fonctions qui 
apparaissent dans les intégrales et ce transfert fait apparaître un signe. Il se trouve que ce signe 
vaut —1. Ainsi dans la somme totale que l'on considère toutes les intégrales disparaissent sauf 
une : celle correspondant au tore {1}. Un résultat de Rodier ([Ro]) permet alors de montrer que 
ce terme vaut 1. La démonstration du théorème 2 est plus longue et occupe la majeure partie 
de l'article (sections 5 à 17). Encore une fois la démonstration suit de très près celles de [Wl] et 
[W2]. Une fonction / G C%°(G(F)) est dite très cuspidale si pour tout sous-groupe parabolique 
propre P = MU de G on a 

Vm G M (F), / f(mu)du = 

Ju(F) 

On définit une suite croissante exhaustive (ÇIn)n^i de compacts-ouverts de H(F)U(F)\G(F) 
et on note, pour N ^ 1, kn la fonction caractéristique de Qn- Posons 

Jn(0<jvJ)= / n N (g) / 9 a v(h) / f(g~ l hug)£(u)dudhdg 

J H(F)U(F)\G(F) Jh(F) JU(F) 

C'est l'analogue de l'expression 1^(9^,/) de [Wl] et [W2]. Cette expression admet une li- 
mite lorsque N tend vers l'infini et comme dans la formule des traces locale d'Arthur, il y a deux 
façons de calculer cette limite : l'une qualifiée de géométrique, l'autre de spectrale. Le dévelop- 
pement géométrique de la limite fait l'objet des sections 5 à 10, le développement spectral fait 
l'objet de la section 16. C'est de l'égalité entre ces deux expressions que l'on déduira le théorème 
2. Décrivons à présent brièvement le contenu des différentes parties. 

La première partie rassemble un certain nombre de définitions, notations et résultats qui 
seront utilisés par la suite. On fixe notamment les choix de mesures qui apparaissent les plus 
naturels pour le développement géométrique et pour le développement spectral. On rappelle 
aussi quelques propriétés des fonctions cuspidales et très cuspidales démontrées dans [Wl] et 
[W2]. 

La deuxième partie comprend des majorations sur le radical unipotent d'un sous-groupe pa- 
rabolique dont on aura besoin dans la section 13. 
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La troisième partie décrit brièvement certains objets associés aux groupes unitaires : sous- 
groupes paraboliques, sous-groupes compacts spéciaux, iî-groupes et orbites nilpotentes régu- 
lières. 

La quatrième partie consiste principalement à définir l'expression «Tjv (#,/). 

Dans la cinquième partie, se trouvent les définitions nécessaires à l'énoncé du développement 
géométrique (théorème 5.4.1). 

La démonstration du théorème 5.4.1 fait l'objet des sections 6 à 10. Le schéma de la preuve 
est le même que dans [Wl]. Dans la section 6, on descend le problème à l'algèbre de Lie, dans la 
section 7 on transforme l'expression obtenue grâce à une transformée de Fourier. Une fois effec- 
tuée cette transformation, tout se passe beaucoup mieux et on montre dans la huitième partie 
que Jjsf(9,f) admet une limite et on calcule cette limite. Le résultat principal de la section 9 
permet de se ramener au cas où / n'a pas d'éléments unipotents dans son support. Cela permet 
dans la section 10 une preuve par récurrence du théorème 5.4.1. 

Dans les sections 11 à 13, on montre les majorations qui seront nécessaires lors du dévelop- 
pement spectral (section 16). Ce sont les analogues des majorations 4.3(2) à 4.3(8) de [W2]. Les 
démonstrations sont pourtant de nature différente. Dans la section 11 on montre une '"décom- 
position de Cartan relative'" dans le cas r = (inspirée des résultats de [BO], [DS] et [Sa]). 
Alliée aux majorations de la section 2, on obtient une démonstration plus directe des résultats. 

Dans la section 14, on montre que les éléments de HomH,s,(^,cr), pour n et a tempérées, 
peuvent être calculés explicitement. Ce résultat est nécessaire pour faire apparaître la multipli- 
cité m(7r, a) dans le développement spectral. On en donne une démonstration différente de celle 
de [W2] basée sur l'existence d'une décomposition de Cartan relative ainsi que sur des éléments 
directement inspirés de la proposition 6.4.1 de [SV]. 

Dans la quinzième partie, on montre qu'en un certain sens la multiplicité m(7r, a) est com- 
patible à l'induction parabolique pour les représentations tempérées. 

C'est dans la seizième partie que l'on énonce et démontre le développement spectral. La 
démonstration suit de très près celle de [W2], à tel point que l'on s'est contenté en général d'in- 
diquer les quelques modifications à apporter. 

On donne dans la section 17 la preuve du théorème 2. Comme on l'a dit, cela découle de l'éga- 
lité entre les développements géométrique et spectral. Néanmoins, il est nécessaire d'affaiblir la 
condition sur / et de supposer qu'il s'agit seulement d'une fonction cuspidale. Suivant un procédé 
d'Arthur, on transforme l'égalité précédente en une égalité entre distributions invariantes. Le 
lemme 1.8.1 (qui n'est que le rappel du lemme 2.7 de [W2]) permet alors cet affaiblissement sur /. 

La dix-huitième et dernière partie est celle où l'on démontre le théorème 1. C'est dans cette 
partie que l'on fait des hypothèses sur les L-paquets (paragraphe 18.1). 

Remerciements : Cet article est une partie de ma thèse sous la direction de Jean-Loup 
Waldspurger. Qu'il soit chaleureusement remercié pour m'avoir proposé ce sujet si riche, pour 
ses indications toujours justes et clairvoyantes et pour ses relectures attentives des différentes 
versions préliminaires du présent article. 
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1 Groupes, mesures, notations 



1.1 Groupes 

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique nulle. On note Op son anneau 
d'entiers, pi? l'idéal maximal de Of, çf le cardinal du corps résiduel et on fixe une uniformi- 
sante ttf- On désigne par vciIf la valuation normalisée par voIf^f) = 1 et \.\p = Qp ValF l a 
valeur absolue. On fixe ip un caractère additif de F trivial sur Of et non trivial sur p^ 1 . Si X 
est un espace topologique totalement discontinu, nous noterons C^°(X) l'espace des fonctions 
localement constantes à support compact de X dans C. Sauf mention explicite du contraire, tous 
les groupes et sous-groupes de cet article seront supposés définis sur F. 

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F, g son algèbre de Lie. On note A G le plus 
grand tore déployé central de G et X{G) le groupe des caractères algébriques de G définis sur 
F. On note G 1 le sous-groupe des éléments g G G(F) vérifiant \x(g)\p = 1 pour tout % G X(G). 
On pose A G = Hom(X(G), R) et A* G = X{G) ® R. On définit une application H G : G (F) A G 
par < Ha(g),x >= log{\x{g)\p) pour tout % G X(G). On note Ag,f et Ag,f les images 
par H G de G(F) et Ag(F) respectivement. Ce sont des réseaux dans Ag- On définit ^4^^ 

(resp. A G f ) comme l'ensemble des À G A* G vérifiant À(£) G 2t\~L pour tout ( G Ag,f (resp. 
pour tout C € Ag,f)- On pose iA* G F = iA* G / iA G F . Soit T un tore maximal de G, on pose 
ô(G) = dim(G) — dim(T), cela ne dépend pas du choix de T. 

Pour g G G(F), on notera X h-> gXg^ 1 l'action adjointe de g sur g. On définit G ss et g ss 
comme les ensembles des éléments semi-simples dans G et g respectivement. On note G reg ,Q reg 
les ensembles des éléments réguliers semi-simples dans G et g respectivement. Pour S une partie 
de G, on notera Z G {S) le centralisateur de S dans G et G s la composante connexe de l'élément 
neutre dans Z G (S). Si / est une fonction sur G {F) et g £ G(F), on définit la fonction 9 f par 
9 f{x) = f(g~ 1 xg) et on définit de même 9 f si / est une fonction sur g. Pour x G G SS (F) et 
X G Qss{F), on pose 

D G (x) = \det(ad(x) g/gx )\ F 

D G (X) = \det(ad(X) 9/9x )\ F 

On appelle Levi de G tout sous-groupe de G qui est une composante de Levi d'un sous- 
groupe parabolique de G tout deux définis sur F. Si M est un Levi de G on note F(M), V(M) 
et C(M) l'ensemble des sous-groupes paraboliques qui contiennent M resp. de composante de 
Levi M resp. des Levi qui contiennent M. Si P est un sous-groupe parabolique de G on notera 
P le parabolique opposé et ôp le module usuel. Fixons P m i n = M m i n U m i n un sous-groupe 
parabolique minimal et K un sous-groupe compact spécial en bonne position par rapport à M m j n . 
On appellera sous-groupe parabolique standard (resp. antistandard) un sous-groupe parabolique 
qui contient P m in (resp. qui contient P m in) et sous-groupe parabolique semi-standard un sous- 
groupe parabolique qui contient M m i n . Soit P est un sous-groupe parabolique semi-standard, 
alors P possède une unique composante de Levi qui contient M m i n . Lorsque l'on notera P = 
MU on sous-entendra que M est ce Levi et que U est le radical unipotent de P. On a alors 
G(F) = M(F)U(F)K et pour g G G (F) on notera g = mp(g)up(g)kp(g) une décomposition de 
g pour laquelle mp(g) G M(F),up(g) G U(F) et kp(g) G K. L'application G (F) — > Am, g >-> 
HM(mp(g)) est bien définie, on la note Hp. Pour P = MU un sous-groupe parabolique semi- 
standard on notera W M = Norm M(yF) (M m i n ) /M min (F) le groupe de Weyl de M et W(M) = 
Norm G{F) {M)/M{F). 
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On désignera par T(G) un ensemble de représentants des classes de conjugaison par G (F) 
dans l'ensemble des tores maximaux de G. 

On notera H G la fonction de Harish-Chandra sur G (F) comme définie dans [W3]. Elle dépend 
du choix d'un sous-groupe parabolique minimal de G et d'un sous-groupe compact spécial en 
bonne position. Changer de choix remplace H G par une fonction équivalente. Puisque zF ne 
sera utilisée que pour des questions de majorations, les choix n'importent pas. Soit p : G — > 
GL(V) une représentation algébrique fidèle de G. Fixons une norme |.| sur V. On en déduit 
une norme aussi notée |.| sur l'espace des endomorphismes de V. Pour g G G (F) on pose 
a(g) = sup(l,log(\\g\\),log(\\g- 1 \\)). On a alors a(gg') ^ a (g) + cr(g') ^ 2a(g)a(g') pour tous 
g, g' G G (F). Soit b > un réel, on note l a >b et lo-^fe les fonctions caractéristiques de l'ensemble 
des g G G (F) vérifiant a (g) > b, a (g) ^ b respectivement. On adoptera la notation commode 
mais imprécise suivante : si F\ et F2 sont deux fonctions à valeurs réelles positives dépendant 
de paramètres x\, . . . , Xjv, on notera 

Fi(xi,...,x N ) « F 2 (xi,...,x N ) 

pour signifier qu'il existe une constante C > telle que F\(x\, . . . , xn) ^ Ci^^i, . . . , xjy) pour 
toutes valeurs des paramètres x\, . . . ,xn- On dira alors que F\ est essentiellement majorée par 
F 2 . 

Soit S (G (F)) l'espace des fonctions de Schwartz-Harish-Chandra sur G (F). C'est l'espace 
des fonctions / : G(F) — > C qui sont biinvariantes par un sous-groupe compact-ouvert de G(F) 
et qui vérifient pour tout D € R la majoration 

\f(g)\«E(g)a(g)- D 

pour tout g G G (F). Soit tt une représentation admissible de G (F). On notera alors E n un 
espace vectoriel sur lequel tt se réalise. Si tt est unitaire, on note (, ) une forme hermitienne 
définie positive G(F)-invariante. Nous dirons que tt est tempérée si elle est unitaire, de longueur 
finie et qu'il existe un réel D tel que pour tous e, e' G E n on ait 

\(e'Mg)e)\«E(g)a(g) D 

pour tout g G G (F). Si tt est tempérée et G (F) est muni d'une mesure de Haar, l'action de 
C™(G{F)) sur E n s'étend en une action de S (G (F)). Pour tout / G S (G (F)) et tous e, é G E n 
on a alors 

(Tr(f)e,e')= [ f(g)(TT(g)e,e')dg 
Jg(f) 

On supposera jusqu'en 2.4 inclus fixé le groupe G ainsi qu'un sous-groupe parabolique mi- 
nimal P m in = M m i n U m in et un sous-groupe compact spécial K de G (F) en bonne position par 
rapport à M min . 

1.2 Mesures 

La formule géométrique (théorème 5.4.1) ne dépend que du choix de mesures sur certains 
tores anisotropes et la formule spectrale (théorème 16.1.1) que du choix de mesures sur iA* L F 
où L est un sous-groupe de Levi semi-standard de G. Néanmoins, les preuves font intervenir des 
mesures sur d'autres groupes et les choix naturels varient. 
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Pour le développement géométrique (sections 5 à 10) on normalisera les mesures comme suit. 
Fixons une forme bilinéaire symétrique non dégénérée G(i ? )-invariante < ., . > sur q(F). Ceci 
permet de définir sur g(F) une transformée de Fourier. Pour / G C^°(q(F)), on pose 

f(X)= [ f(Y)iP(<Y,X>)dY 

où dY est la mesure de Haar autoduale sur g(F) c'est-à-dire telle que f(X) = f(—X). De la 
même façon un sous-espace de q{F) pour lequel la restriction de < ., . > est non dégénérée est 
naturellement muni d'une mesure autoduale. On munit les sous-espaces de g(F) pour lesquels la 
restriction de < ., . > est dégénérée d'une mesure de Haar quelconque. Si H est un sous-groupe 
algébrique de G on munit H (F) d'une mesure en relevant celle fixée sur par l'exponentielle. 
Enfin on munira les sous-groupes compacts de G (F) qui ne sont pas de façon évidente le groupe 
des F-points d'un sous-groupe algébrique de G de la mesure de Haar de masse totale 1. Soit 
T C G un tore, alors on a un deuxième choix de mesure d c t sur T{F) : si T est déployé c'est la 
mesure qui donne au sous-groupe compact maximal de T(F) la mesure 1, dans le cas général d c t 
est compatible avec la mesure que l'on vient de définir sur At(F) et T(F) / 'At(F) est de mesure 

I pour d c t. On note v{T) le facteur tel que d c t = v(T)dt. 

On note Nil(g) l'ensemble des orbites nilpotentes de q(F). Soit O une telle orbite. Pour 
X G O, la forme bilinéaire (Y, Z) i— >•< X, [Y, Z] > sur g(F) se descend en une forme symplectique 
sur q(F)/qx(F), c'est-à-dire sur l'espace tangent à O au point X. Ainsi O est muni d'une 
structure de variété F analytique symplectique et on en déduit une mesure '"autoduale"' sur O. 
Cette mesure est invariante par conjugaison par G (F). 

La normalisation des mesures lors du développement spectral (section 16) sera la suivante. 
Rappelons que l'on a fixé P m in = M m i n U m i n un sous-groupe parabolique minimal de G et K un 
sous-groupe compact spécial en bonne position par rapport à AM min ■ On choisit sur K la mesure 
de Haar de masse totale 1 et sur G (F) une mesure de Haar quelconque. Pour tout sous-groupe 
parabolique semi-standard P = MU de G, on choisit sur U(F) l'unique mesure de Haar vérifiant 

/ 8-p{m-p(u))du = 1 

Ju(F) 

II existe alors une unique mesure de Haar dm sur M (F) qui vérifie 




f(muk)dkdudm 



pour tout / G C£°(G(F)). Et la mesure dm ne dépend pas du choix de P G V(M). Les réseaux 
iA y M F et iA y M F sont munis des mesures de comptage. On munit iA* M de la mesure de Haar qui 
donne à iA* M /iA y M F la mesure 1 et iA* M F de la mesure quotient. 

On utilisera ainsi la première normalisation des mesures pour toutes les définitions "géo- 
métriques" (section 1.4) et la deuxième normalisation pour toutes les définitions "spectrales" 
(sections 1.5 à 1.8). 

1.3 Bons voisinages 

Soit x G G(F) un élément semi-simple. On reprend la définition 3.1 de [Wl] de la notion de 
bon voisinage de q x (F). C'est un voisinage de dans Q X (F) qui est Z g (x) (F) -invariant, compact 
modulo conjugaison sur lequel l'exponentielle est définie et qui vérifie les conditions 1-7 de la 
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section 3.1 de [Wl]. Soit / une fonction sur G et u un bon voisinage de Q X {F). On note f x>u la 
fonction sur Q X (F) définie par 



f(xexp(X)) silgu 
sinon. 



1.4 Intégrales orbitales invariantes et pondérées, quasi-caractères 

Pour X G 8reg(F), on définit l'intégrale orbitale 

J G (X, f) = D G {Xf/ 2 f f(g- 1 Xg)dg 
Jg x (f)\g(f) 

pour tout / G C^°(q(F)). Il existe une unique fonction j sur q(F) x q(F), localement intégrable, 
localement constante sur g reg (F) x g reg (F), telle que, pour toute / G C£°(q(F)) et tout X G 
Qreg(F), on ait l'égalité : 

J G (XJ)= [ f(Y)j(X,Y)dY 

Soient M un Levi de G et X G m(F) n Q reg (F). Pour y G Q reg (F), fixons un ensemble de 
représentants (ii)i=i,..., r des classes de conjugaison par M(F) de l'ensemble des éléments de 
m(F) qui sont conjugués à 1" par un élément de G (F). On a alors l'égalité (cf la formule 2.6(5) 
de [Wl]) 

(1) j G (X,Y)D G (Y)^ = j2j M (X,Y t )D M (Y^ 

i=i 

Pour O G NU(q), on définit l'intégrale orbitale nilpotente 

Jc(/) = / f(X)dX 
Jo 

pour tout / G C™(q(F)). On définit la transformée de Fourier de la distribution précédente par 

Jo(f) = Jo(f) 

pour tout / G C^°(q(F)), où intègre pou la mesure sur O fixée en 1.2. D'après Harish-Chandra, 
Jo est représentable par une fonction Y i— » Y") localement intégrable et localement constante 
sur Qreg(F). Pour A G F x , définissons / A par f X (X) = f(\X). Pour tout A G F x , on a 

<W A ) = |A|/ m( ° )/2 J AO (/) 

On en déduit que pour tout A G F x on a j(0,AY) = |A|~* m{ ° )/2 j(AO, Y). Pour O G Nil(g), 
on note le germe de Shalika associé à O. Pour tout / G C%°(q(F)) il existe donc un voisinage 
u; de tel qu'on ait pour tout lEwfl g reg (F) 

J G (X,f)= Y, r {X)J {f) 

OeNii( s ) 

Et de plus, Ta vérifie la condition habituelle d'homogénéité. 

Soit M un Levi semistandard de G. Pour tout g G G (F) la famille (Hp(g)) p 6 p(^) est (G, M)- 
orthogonale positive. D'après Arthur ([A?]) on peut donc lui associer un nombre vm{9)- H faut 
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pour cela avoir fixé une mesure sur A^, choix qui a été effectué en 1.2. La fonction g t— > vm{o) 
est invariante à gauche par M(F) et à droite par K. Remarquons qu'elle ne dépend pas que de 
M mais aussi du choix du sous-groupe compact spécial K en bonne position par rapport à M. 
Pour / G C™(G(F)) et x £ M(F) n G reg (F), on définit l'intégrale orbitale pondérée de / en x 
par 

J M (x, f) = D G (xfl 2 f f(g- 1 xg)v M (g)dg 
Jg x {f)\g(f) 

Un quasi-caractère sur G (F) est une fonction définie presque partout 9 : G(F) — » C invariante 
par conjugaison et tel que pour tout x G G SS (F) il existe un bon voisinage ui de Q X {F) et des 
coefficients cç>,e(x) pour O G NU(q x ) vérifiant 

9{xexp{X)) = c o,e(x)j(0, X) pour presque tout X G uj 

OeNil(g x ) 

1.5 Représentations, induites paraboliques, opérateurs d'entrelacements, ca- 
ractères pondérés 

Toutes les représentations sont supposées lisses. On adopte les notations suivantes : Irr(G), 
Temp(G), 112(0) et H e u(G) désignent respectivement l'ensemble des classes d'isomorphismes de 
représentations irréductibles, irréductibles tempérées, irréductibles de la série discrète et irréduc- 
tibles elliptiques de G (F). Si P = MU est un sous-groupe parabolique de G et r est une repré- 
sentation de M(F) on notera ip(r) l'induite normalisée de r à G. Elle se réalise sur l'espace 
des fonctions <p : G (F) — » E T localement constantes qui vérifient ip{mug) = Sp(m) 1 ^ 2 T(m)f(g) 
pour tous m G M(F),u G U (F) et g G G (F), l'action de G (F) se faisant par translation à droite. 
Pour g G G (F) et / G C%°(G(F)), on note ip(r,g) et ip(r, f) les actions de g et f agissant sur 

E P,r- 

Pour 7r une représentation de G (F) et À G A* G <8>r C/iA GF , on note n\ la représentation 
suivante de G (F) : son espace est le même que celui de n et iï\{g) = e <HG ^' X> Tï(g) pour tout 
g G G (F). Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et r une représentation 
de M (F). On note /Cp T l'espace des fonctions ip : K — » E T qui vérifient <p(muk) = T(m)ip(k) 
pour tous m G M{F) C\K,u G U (F) f) K et k G if. Les représentations ^(tx) pour À G *4^- (8> C 
se réalisent toutes sur l'espace via l'isomorphisme qui à une fonction (p G Ep T associe sa 
restriction à K . Si r est unitaire, on munit /Cp T d'un produit hermitien par 

(e,e') = / (e(k),e'(k))dk 
Jk 

C'est un produit scalaire invariant pour la représentation ip(r\) pour tout A G iA* M F . 
Pour P,P' G V(M) et A G A* M <8> R C, on peut définir des opérateurs d'entrelacements 

^P'|p(n) : e Ptx ->■ £p/ iT> 
Quand la partie réelle de A est dans un certain cône, on a 

(Jp,| P (T A )e)(sr) = / e(u'g)dv! 

J(U'(F)nU(F))\U'(F) 

La fonction A i-> Jp>\p(j\) à valeurs dans les opérateurs JCp T — >■ ICp, T admet un prolon- 
gement méromorphe à tout A* M <8>r C. Si r est irréductible, pour tout P G V{M) l'opérateur 
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Jp\p(T\) Jpi P (T\) est scalaire. On note j{t\) ce scalaire, il ne dépend pas du choix de P. On peut 
normaliser les opérateurs d'entrelacements : il existe des facteurs r P r\ P (r\) tels que les opérateurs 
Rpi\p(T\) = r P i\ P {T\)~ 1 Jpi\p{r\) vérifient les conditions du théorème 2.1 de [A4]. Notamment 

- Pour tous P,P',P" G V(M), R p , i]{P ,{tx)Rp'\p{t x ) = R p , i]{P {t x ) 

- Si r est tempérée, les fonctions À h-> R p ,\ [P (t\) sont holomorphes en tout point de iA* M F 
et pour À G iA* M F , l'adjoint de R P i\ p (t\) est R p \ P i(t\) 

La définition des opérateurs d'entrelacements normalisés s'étend au cas où r est semi-simple. 
Soit r une représentation tempérée et M un Lévi semistandard de G. Fixons P G V(M) et posons 
pour tout P' G V(M) et tout A G iA* MF 

K p *(t, A) = R p \ p ,(t)R p ,\ p (t\) 

C'est un endomorphisme de 1C Pt . la famille (1Z P /(t, -))p'eP(M) es t une (G, M)-famille à valeur 
opérateurs ([Al] paragraphe 7). On peut donc suivant Arthur lui associer un opérateur que l'on 
note 1Zm{t)- 

Le caractère pondéré de la représentation r est la distribution / i— Y J^(t, f) qui à / G 
C%°(G(F)) associe la trace de l'opérateur ip(r, /)7£m(t) agissant sur K Pt . Cette distribution 
ne dépend en fait pas du sous-groupe parabolique P que l'on a fixé. Dans le cas où M = G on 
notera simplement T (f) = Jq(t, f), c'est le caractère usuel de r. 

1.6 R-groupes 

On utilisera la théorie des iî-groupes telle qu'elle est exposée dans la section 1.5 de [W2]. On 
reprend aussi les notations de cette référence : NormQ^(T), W(r), W'(t), R(t), R p (w,t). Il 
est fait dans [W2] un certain nombre d'hypothèses qui permettent de simplifier la théorie. Nous 
verrons en 3.1 que ces hypothèses sont vérifiées dans le cas des groupes unitaires. Les hypothèses 
sont les suivantes : soit M un Levi semistandard de G et r G Il2(M), alors 

- r se prolonge en une représentation t n de NormQip\{r). 

- L'homomorphisme naturel K n NormQ{p\{r) — > W(t) admet une section qui est un ho- 
momorphisme. 

- Le iî-groupe R(t) est abélien. 

Rappelons comment l'on retrouve les représentations elliptiques de G (F) à partir des R- 
groupes. Soit M un Levi de G, r G Il2(M) et P G V(M). On a alors une décomposition en 
représentations irréductibles ip(r) = ip(r, C), où R(t) v est le dual du groupe abélien 

çe/?(r)v 

R(t) et ip(r, C) est la sous-représentation de ip(r) où Rp(w,r) agit comme Ç(w) pour tout 
w G R(t). Notons W(M) reg l'ensemble des éléments de W(M) qui agissent sans point fixe 
sur Am/Ag- Alors une représentation ip(r, Ç) comme ci-dessus est elliptique si et seulement si 
R(r)nW(M) reg ^ et si cette condition est vérifiée, on a W'{t) = {1}. On obtient ainsi toutes 
les représentations irréductibles elliptiques de G (F). 

1.7 Formule de Plancherel-Harish-Chandra 

Pour tout M G C(M m i n ), on fixe un élément P G V(L). Notons {LT2(M)} l'ensemble des 
orbites de r±2(M) pour l'action de iA* M F - Pour chaque orbite O, fixons un élément r de cette 
orbite. Notons iA y le stabilisateur de r dans iA* M . Pour tout A G iA* M F on pose 

m{T X ) = j{ Tx y l d{T) 
où d(r) est le degré formel. Pour tout / G S (G (F)), on a alors l'égalité 
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-i 



Me£(M ram ) oe{n 2 (M)} 



m(r A )Tr (z«(r A , g' 1 )^, /)) dA 



pour tout g G G (F). C'est la formule de Plancherel-Harish-Chandra et c'est le théorème VIII. 1.1 
de [W3]. Soit Kf un sous-groupe compact-ouvert de G (F) tel que / soit biinvariante par Kf. 
Seules interviennent de façon non nulle les orbites O pour lesquelles une représentation ip(r A ) 
admet des invariants non nuls par Kf. Ces orbites sont en nombre fini. 

Fixons P = MU G T(M m i n ) et une représentation r de M (F) irréductible et de la série 
discrète. Notons tï\ = ip(T\) pour tout A G iA* M F . Soit <p une fonction C°° sur iA* M F et 
e, e' G /CpL. Posons 



pour tout 5 G G (F). Cette fonction appartient à S (G (F)). Identifions tout élément de W(M) à 
un représentant dans K D Norm G ^ F \ (M) . Notons £(r) l'ensemble des couples //) G W(M) x 
F tels que w 1 r ~ r M . Pour (w,//) G f (r), fixons un automorphisme unitaire t(w,[x) de E T 





■P,T 



(A(w,/x)e)(#) = T(w,n)e(w 1 g). 
Pour A G iA* M F , définissons l'endomorphisme R(w,/j,,\) de ICp T par 

R(w,n,X) = A{w^)R w -i Pw \p{tx + ^)- 



Il vérifie la relation d'entrelacement 



R{w,fi, A)vr A+M (#) 



TT w \(g)R(w,fi,X). 



Soient eo,e' G /Cp T . Alors on a l'égalité 



(1) 




Cf proposition VII.2 de [W3]. 



On en déduit le point suivant 



(2) supposons le support de (p vérifie la condition suivante 



pour tout (w, fi) G 8 (r), fj, G Supp((p) entraîne fj, = 0. 
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alors on a l'égalité (avec les notations du paragraphe précédent) 

fe,e', v ,{g){e ,M9)eo)dg = \W'(t)\(p(0) ^ {Rp(w, r)e', e )(e' Q , R P {w, r)e). 

weR(r) 

cf [W2] 1.6(1). On aura aussi besoin de la formule suivante 

(3) Soient (p,Tp G G C^°(iA* M F ). Supposons que les supports de 92 et ip vérifie (w~ l Supp{il))+ 
fj,) n Supp(ip) = pour tout (w,/j,) G £(t) — {(Id, 0)}, alors on a l'égalité 

/ fe ,e', v {9i992)f ei ,e' l A9) d 9= / m(T A MA)V>(A) (vr A (s>2)e' , e' 1 )(7r A (si)ei, e )d\ 
Jg(F) JiA* MtF 

pour tous eo, e' , ei, e' x G /Cp T et pour tous 51,52 € G(F). 

Après une permutation d'intégrales, l'égalité (3) découle de l'égalité (1) et de l'hypothèse 
faite sur Supp(ip). 



1.8 Fonctions cuspidales et très cuspidales, quasi-caractères associés 

Une fonction / G C%°(G(F)) est dite très cuspidale si elle vérifie 

f(mu)du = 

U(F) 

pour tout sous-groupe parabolique propre P = MU de G et pour tout m G M (F). On définit 
de façon analogue la notion de fonction très cuspidale sur l'algèbre de Lie. 



Une fonction / G C£°(G(F)) est dite cuspidale si pour tout sous-groupe de Levi propre M 
de G et pour tout x G M (F) D G reg (F) on a 

/ f(g- 1 xg)dg = 

Jg x (f)\g(f) 

Cette condition est équivalente à ce que 9 w (f) = pour toute représentation ir de G (F) qui 
est tempérée et proprement induite. Toute fonction très cuspidale est cuspidale. On a le résultat 
suivant 



Lemme 1.8.1 Soit f G C%°(G(F)) une fonction cuspidale, il existe une fonction très cuspidale 
f G C£°(G(F)) telle que la propriété suivante soit vérifiée 

Pour toute distribution D sur C%°(G(F)) invariante par conjugaison on a D(f') = si et 
seulement si D(f) = 0. 

Preuve : C'est le lemme 2.7 de [W2] ■ 

Il est possible d'associer à une fonction très cuspidale / un quasicaractère 6f défini à partir 
des intégrales orbitales pondérées de /. Pour x G G (F) notons M{x) le centralisateur de Aq x 
dans G. Soit x G G{F) et y G G{F) tel que yM(x)y~ 1 soit semistandard. On pose alors 

6 f (x) = (-ir^)- a oD G (xr 1 /MG x r 1 J y M( x)y -^yxy- 1 ,f) 

cf lemme 5.2 de [Wl] pour la preuve que cette définition ne dépend pas du choix de y et les 
paragraphes suivants pour la preuve qu'il s'agit d'un quasicaractère. 
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Soit / G C%°(G(F)). Waldspurger définit dans [W2] paragraphe 2.4 une fonction 19 j sur 
G re g{F) qui est localement constante et invariante par conjugaison. Cette fonction est définie 
à partir des intégrales orbitales pondérées invariantes de Arthur. Pour tout x G G reg (F) la 
distribution / >->■ IOf(x) est invariante. D'après le lemme 2.5 de [W2], si / est cuspidale, 19 j est 
un quasi-caractère. On dispose donc si / est très cuspidale de deux quasi-caractères construits 
à partir de / : 9f et 19 f. Le lemme 2.6 de [W2] compare ces deux quasi-caractères. Avant de 
l'énoncer, il faut rappeler un résultat d'Arthur. Pour Z G Ag,f, notons 1h g =z la fonction 
caractéristique de l'ensemble des x G G (F) qui vérifie Hq{x) = Z. Soit T-L ac (G(F)) l'espace des 
fonctions / : G (F) — > C qui vérifient 

- / est biinvariante par un sous-groupe compact-ouvert de G (F) 

- pour tout Z G Ag,f, la fonction flft G =z est à support compact 

Soient L G C(M m i n ) et / G C£°(G(F)). Arthur montre qu'il existe une fonction </»l(/) G 
%ac{L{F)) telle que, pour toute représentation ir G Temp(L) et tout Z G Al,f, on ait l'égalité 

(1) / J L (Tr x J)ex P (-X(Z))dX = mes(iA* L>F )e 7T ( ( t )L (f)lH L =z). 
JiAlp 

On dira qu'une fonction / G % ac (G(F)) est cuspidale si pour tout Z G Ag,f la fonction 
/1h g =z est cuspidale. Pour / G T-L ac {G{F)), on définit la fonction I9f par 

I9 f {x) = I9 flHG=HG(x) (x) pour tout x G G reg (F) 

Si / est cuspidale, la fonction 19 f est toujours un quasi-caractère. Pour L un sous-groupe de 
Levi de G et 9 un quasi-caractère de L(F), on sait définir un quasi-caractère induit Ind < £(9) : 
c'est l'induction de L à G de la distribution invariante sur L(F) définie par 9 (cf le paragraphe 
2.3 de [W2]). Le lemme 2.6 de [W2] est alors le suivant 

Lemme 1.8.2 Soit f G C%°(G(F)) une fonction très cuspidale. Alors 

(i) pour tout L G C{M m i n ), la fonction est cuspidale; 

(ii) on a l'égalité 

0f= E \W L \\W G \-\-\T^Ind G L (I9 L HU) ). 

LeC(M mm ) 

2 Majorations unipotentes 

Soit G un groupe réductif sur F. On conserve les notations déjà fixées. En particulier, P m in = 
MminUmin est un sous-groupe parabolique minimal et K est un sous-groupe compact spécial 
en bonne position par rapport à M m i n . On notera A m i n la composante déployée du centre de 
M m i n . 

2.1 Une première majoration 

Proposition 2.1.1 Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. Pour tout entier d, il existe 
un entier d 1 tel que 

f rP{muf(j{mu) d du « E M \m) 2 a(mf 

Ju(F) 

pour tout m G M (F) 

Preuve : On ne nuit pas à la généralité en supposant que P est antistandard. On va d'abord 
montrer que pour tout d G N il existe un entier d' G N de sorte que 
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(1) / E G {mu) 2 a{mu) d du « a{mf 'E M (m) 2 ôp(m) , pour tout m G M (F) 
Ju(F) 

Soit M^-^ le sous-ensemble de M m i n (F) des éléments en position positive pour P m in H M. 
D'après Bruhat-Tits, il existe un sous-groupe compact-ouvert Km C M(F) tel que M{F) = 
K mM^'+K m . Il suffit donc d'établir (1) pour m G . 

D'après [W3] lemme II. 4. 4, il existe un entier D G M tel que 

E G (mu) « 5 Pmin {m)^ 2 5 Pmin {m Pmin {u)) l / 2 a{rnu) D 

pour tout m G M m i n (F) et pour tout u € U m i n (F). Comme de plus a{mu) « a(m)a(u), on 
en déduit la majoration 



/ E G (mu) 2 a(mu) d du « a(m) d+2D 6 Pmm (m) [ ô Prnin (m Prnin (u))a(u) d+2D <lu 

JU(F) JU(F) 



pour tout m G M m i n {F). Grâce au lemme II. 4.1 de [W3], on vérifie aisément que l'inté- 
grale / àp m in( m Pmin( u )) a '( u ) d+D du est convergente. D'après le lemme II. 1.1 de [W3] on a 
Ju(F) 

a(m) d+D ô Pmin {m) « a(m) d+D E M \m) 2 6p(m) pour tout m G M^ + . Cela établit (1). 

Pour tout g G G (F), on a E G (g^ 1 ) = E G (g) et a(g~ l ) = a (g). On a donc aussi le majoration 

- G {um) 2 a(um) d du « a(m) d 'E M (m) 2 6 P (m) 



I 



'U(F) 

pour tout m G M(F). Après le changement de variable u i-> m~ l um, on obtient la majoration 
de l'énoncé ■ 

2.2 Intégrales à paramètres 

Dans la suite on aura besoin du lemme suivant. 

Lemme 2.2.1 Soit (X, A, fi) un espace mesuré, U C C un ouvert et f : XxU — » C une fonction 
vérifiant 

1. Pour tout z ÇiU la fonction t h-» f(t, z) est mesurable. 

2. Pour tout t £ X la fonction z h-» f(t, z) est holomorphe sur U. 

3. Il existe un sous-ensemble discret E de U tel que pour tout compact K C U — E il existe 
gx £ ^(X) de sorte que pour tout (t, z) G X x K on ait 

\f(t,z)\^g K (t) 

Alors la fonction U — > C, z i-> / f(t, z)dt est partout définie par une intégrale absolument 

Jx 

convergente et est holomorphe. 

Preuve : Par un théorème classique d'intégrale à paramètre la fonction z i— » / f(t,z)dt est 

définie par une intégrale absolument convergente et est holomorphe sur U — E. Soit zq G E et 
r > de sorte que B(zo,r) C U et B(zo,r) (1 E = {zq}. On applique 3) à K = S(zo,r) = 
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{z; \z — zq\ = r}, ce qui fournit une fonction gx G L l (X). Par le principe du maximum, on a 
alors pour tout (t, z) G X x B(zq, r) 

\f(t,z)\ «S sup zeK \f(t,z)\ ^g K (t) 

Toujours par un théorème d'intégrale à paramètre, on en déduit que z4 | f(t,z)dt est ab- 

somment convergente et holomorphe sur l'intérieur de B(zo,r). Le raisonnement étant valable 
pour tout zç, G E, le résultat s'en suit. ■ 

2.3 Fonctionnelles de Jacquet 

Introduisons l'ensemble S des racines de A m i n dans G, S + l'ensemble des racines dans P m in 
et A la base correspondante. Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard, on notera alors 
S(P) l'ensemble des racines de A m in dans U et A(P) = An S(P). L'application P i— » A(P) 
est une bijection entre les sous- groupes paraboliques standards et les sous-ensembles de A. On 
désignera par la chambre positive correspondant à P c'est-à-dire l'ensemble des éléments a 
de Am{F) vérifiant |a(a)|.F ^ 1 pour tout a G A(P). Pour e > 0, on pose 

A M {t) + = {a G A M (F); \a(a)\ F < e Va G A(P)} 

Soit wi G l'élément de plus grande longueur i.e. celui tel que WiP m i n Wj — Pmin OÙ Pmin 

est le sous-groupe parabolique opposé à P m in- On désignera par \J m in le radical unipotent de 
Pmin- Soit T>(U m i n ) le sous-groupe dérivé de U m i n . On a un isomorphisme de groupes algébriques 

U m in /T) ( U m i n ) — 

ae A^«' ou P our tout « G A, V a est le sous-espace propre correspondant 
à a pour l'action par conjugaison de A m i n . De plus, on a l'égalité U m i n (F)/T>(U m i n )(F) = 
(Umin (U m i n )) (F) — © a gA^"(^)' Fixons des formes linéaires non nulles l a sur chacun des 
espaces vectoriels V a (F). On définit un caractère de U m i n (F) /T>(U m in)(F) via l'isomorphisme 
précédent par la formule 



(x a )aaA ^ 1p(^2l a (Xa)) 



A 



On notera aussi if) ce caractère et on l'identifiera à un caractère de U m in(F). On fait agir 
F A sur Umin(F)/V(Umin)(F) par y.(x a ) = (y a x a ) où y = (y a ) a( zA est un élément de F A . Soit 
/Cp l'espace des fonctions 6 : K — > C qui sont localement constantes et invariantes à gauche 

"min 

par K n Pmin(F), c'est un espace vectoriel sur lequel se réalisent toutes les représentations 
= ip (Sp ) pour s G C via l'isomorphisme donné par la restriction des fonctions à K. Soit 
(, ) la forme bilinéaire non dégénérée sur JCp . définie par 



(ei,e 2 ) = / e 1 (k)e 2 (k)dk 
Jk 



Soit e G tëp min la fonction constante égale à 1 et pour tout s, soit e s la fonction sur G (F) 
déduite via l'isomorphisme précédent entre i% (Ô S P ) et K,9> . Pour y G P A , g G G(P) et 
s G C, on pose 

®y,s(g) = / e s (wiug)ip(y.u)du 

L'intégrale est absolument convergente pour Re(s) > 0. Pour c ^ Oun réel, notons U m in(F) c 
le sous-groupe de U m i n (F) constitué des éléments u tels que valp(l a (u)) ^ — c pour tout a G A. 
Par transformée de Fourier inverse, on a 
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/ $y, s (ï)dy = / e s {wiu)di 
Jo% Ju min (F) 



Pour a G ^ m in on no ^ e ^( a ) ^ e A-uplet (a(a)) Q eA d'éléments de (0p\{O}) A . L'application 
a i-s- y(a) est un isomorpliisme de A^ nin /(Za{F) (~l A m i n (F)) sur un sous-monoïde ouvert M 
de (0p\{O}) A . Il existe un nombre fini d'éléments yi tels que (0p\{O}) A = |_J i On a par 

conséquent 

/ * v , 8 Q)dy = W *vAWv 
JO% i J Vl M 

Le changement de variable in /(A min (F) PI Z G (F)) -> ^.M, a >->■ yjy(a) donne 
/ $»,«(l)dî/ = Mf / $ ww(a) ]J |a(a)|j?da 

■AfcA* ^+ in /(Z G (F)nA min (F)) A 

Par le changement de variable u i-> aua -1 on a & yi y( a ) ,s(l) = ^-Pm^* 2 )^ 1 ^ 2 ^,^ )- On en 
déduit 



(1) / e s {w l u)du = Y^\y i \ F ô Pmin {a) s 1/2 ^ yiyS (a)T\\a{a)\ F da 

Ju min (F) i JA+ ln /(A mln (F)nZ G (F)) X A X 

Lemme 2.3.1 Soient ei,e 2 G /Cp . , P = MU un sous-groupe parabolique standard de G. 
Il existe e > et un sous-ensemble discret E C C tels que, pour tout 7 G A^^, il existe des 
fonctions holomorphes (pZ ■ C — E — >■ C indexées par w G gîte, peur foui s G C— 

fotii om G ^4m(ê) + , on ait 

(7r s (a M 7)ei,e 2 ) = <5p min (a M ) 1/2 ^p min (w.OM)VX(s) 

Preuve : Soit A" le tore complexe des caractères non ramifiés de M m i n (F) et 
B = C[M m j n (F)/M^ in ] la C-algèbre des fonctions régulières sur X. Soit Xnr ■ M m i n (F) — >■ £? x 
le caractère non ramifié générique qui à mo associe la fonction régulière \ 1— > x( m o)- On pose 
(ttBj Vb) = *p . (Xnr)) c'est une (G, .^-représentation lisse et admissible au sens de [BDKV]. Son 
dual lisse est la représentation induite (tt b , Vg) = ip min {Xnr)- Pour tout sous-groupe parabolique 
Q de G, on notera (ttb,q,(Vb)q) le module de Jacquet de cette représentation relativement à 
Q et jq : Vb —> {Vb)q la projection naturelle. Un théorème de Casselman affirme l'existence 
d'une dualité (Vb)p x (Vg)p- — » -B qui est i?-bilinéaire et G-équivariante vérifiant la condition 
suivante : 

Pour / G Vp et f v G Vg, il existe e > tel que pour tout a G A^ nin vérifiant |a(a)|p < e pour 

tout a G A(P) on ait 

< ^(a)/,/ v >= ^(a) 1 / 2 < vr fîiP (a)jp(/),jp(/ v ) > 

La représentation 7rp t p admet une filtration indexée par u; G W G /W M pour laquelle les 
quotients successifs admettent pour caractère central les w~ 1 Xnr- Puisque ces caractères sont tous 
différents, la filtration se scinde en une somme directe après extension des scalaires à Frac(B). 
On a donc une décomposition jp(f) = ^ jp(f)w où jp(f) w G Frac(B) (g)p (Vp)p pour 

wew G /w M 
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tout w et Am(F) agit par w 1 Xnr sur jp(f) w . On obtient pour a = om7 avec a« € Ajv/(e) + et 

7 ^ ^min-i 

< TT B (a)f,f V >= 5p(aM7) 1/2 X] Xnr(w.AM) < ^B,p(l)jp(f)w,jp(f V ) > 

weW G /W M 

Par restriction des fonctions à K, les espaces Vb et Vg sont tout deux isomorphes à l'espace 
fcp min ®B des fonctions 92 : K — > -B localement constantes et invariantes à gauche par P m i n (F)C\ 

Les éléments e\ et e2 peuvent être vus comme des éléments de cet espace (puisque CcB). 
On notera encore par e\ (resp. e2) l'image réciproque de e\ dans Vb (resp. Vg). En appliquant 
ce qui précède à / = e\ et / v = e2 on obtient le résultat par spécialisation de Xnr à £>f> m . n • B 

Il existe des entiers naturels strictement positifs k a pour a G A tels que ôp min (a) = J~£ |a(a) \ F a 
pour tout a € A m i n {F). Soit = sup(k a ), on a alors pour tout a G ^4 min 

1] |«(a)|p Op mi » 1/fe 

Soient ei,e2 € ^-p min e ^ s un nombre complexe, on pose 

^ ei ,e 2 (s) = / a (T»(a)ei,e 2 )<5p miri (o) s - 1 / 2 JJ |a(a)| F da 

Lemme 2.3.2 Pour Re(s) > — ^ l'intégrale définissant F eij( , 2 (s) est absolument convergente et 
la fonction s h-» F eii e 2 (s) est holomorphe sur le demiplan Re(s) > — 

Preuve : Soit un sous-groupe ouvert de ^4^ in qui laisse stable e\ . Pour 1 > e > 0, il existe 
des sous-ensembles finis Vp C A^ in pour P parcourant les sous-groupes paraboliques standards 
tels que 

Kmn = U U ^M(e) + 7^1 

PminCP=MU lerf, 

Il suffit donc de montrer que pour P = MU un sous-groupe parabolique standard et 7 G T e p , 
l'intégrale à un paramètre 



(■K s (aMl)ei,e 2 )ëp mm (aM) s 1/2 TT \a(a M )\Fda M 

A M (e)+/A G (F) Q ^ 

est convergente pour Re(s) > — À- et qu'elle définit une fonction holomorphe sur ce demi-plan. 
Choisissons e de sorte que la conclusion du lemme 2.3.1 soit vérifiée pour tout les sous-groupes 
paraboliques standards. Le lemme 2.3.1 fournit des fonctions holomorphes ipZi telles que pour s 
en dehors d'un ensemble discret et tout au € Am((-) + , 

(7r s (a M 7)ei,e 2 )5p min (a M ) s " 1/2 = ^ (Sp min (aM(w.aM)) s <£( s ) 

On va appliquer le lemme 2.2.1 à notre intégrale à paramètre. Les points 1 et 2 sont aisément 
vérifiés. Soit C un sous-ensemble compact de {Re(s) > — ^ } sur lequel les fonctions holomorphes 
4>w sont bien définies. Soit r_ = in/ s6 c*iîe(s) > — ^ et r+ = sup s( zcR e {s) > — Pour tous 
y; G VF G /VF M , a M € et pour tout s G C on a 
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( 2 ) \àp mi n{ a M{w.a M )) s \ «S S Pmin («M ( w .a M ) ) r+ + ^ P m i n (fl m (w .a m)Y 
Il existe une constante c > telle que pour tout w G W G jW M 

sup s€C \(Pl(s)\ «S c 
En utilisant la majoration (2), on obtient que la fonction 

s h-> (7r s (aM)ei,e 2 )5p min (aM) s ~ 1/2 ]^[ |a(«M)|F 

«SA 

est majorée sur C par 

c S (t>M(« , ' a «)) r+ +^P mi „(aM(u>.aM)) r ")5p min (aA f ) 1/fe 
wew G /w M 

Pour tous u> € W G et a G on a ^Pmin( a ) 2 ^ ^m in ( a ( w ' a )) ^ 1- Puisque la fonction 

au l— * àp min ( a M) r est intégrable sur Am{c) + / 'Aq(F) pour r réel strictement positif, la fonction 
précédente est bien intégrable sur Am{z) + / 'Aq(F). On peut donc appliquer le lemme 2.2.1 ■ 

Lemme 2.3.3 Soit y G F A , la fonction 

I *P mi M S - 1/2 %M II Ha)\ F da 

JA+ in /Z G (F)nA min (F) aeA 
bien définie et holomorphe pour Re(s) > admet un prolongement holomorphe à Re(s) > — 

Preuve : Pour Jte(s) > 0, la forme linéaire O. : i$_ (S % _ > -> C, „ « / *««M»)*> 

JU m i n (F) 

est une fonctionnelle de Whittaker pour le caractère générique ip(y.u~ 1 ). On a $ y>s (a) = 

Q s (-K s (a)e s ). Il existe un sous-groupe compact-ouvert K\ de G (F) tel que pour tout a G ^4„j n 
ona^C Ker^aKa- 1 . Soit B un base de {Kp mm ) Kl et 5* = {é*;é G £>} la base duale pour 
(, ). On a alors 

Q s (ir s (a)e s ) = y^ j (TT s (a)e,e'*)fl s (e) 

e'eB 

Il est bien connu que Q, s (e') qui est la fonctionnelle de Jacquet admet un prolongement holo- 
morphe au plan complexe (cf par exemple [CS]). Le résultat du lemme est alors une conséquence 
du lemme 2.3.2 ■ 

2.4 Majorations de mesures 

Pour c ^ un réel, on pose U min (F) c = wiU rnin (F) c wl l . 
Soient A n = U min (F) ;Sp min (mp min (ll)) ^ q~ n } et a n = mes(A n ). 

Lemme 2.4.1 II existe e > tel que 

a n « q n(1/2 - e) 

Preuve : Pour Re(s) > 0, on a 

/ e s (wiu)du = J2(a n -a n - 1 )q- n/2 - ns 

(F) 
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D'après le lemme 2.3.3 et 2.3(1), cette fonction admet un prolongement holomorphe à Re(s) > 
— jk- Par conséquent le rayon de convergence de la série entière ^^(a n — a n _i)z n est strictement 

n 

plus grand que q~ 1 / 2 d'où le résultat ■ 

Soit Q = MU un sous-groupe parabolique antistandard. Pour c > on pose U[F) C = 
Û(F)nÛ min (F) c . On définit A n:C (Û) = {ûé Û(F) c ; 5p mm {m Pmm (û)) > q- n } pour tout n G N 
et pour tout réel c ^ 0. 

Proposition 2.4.1 II existe deux réels e > et a > tels que 

mes(A n:C (Û)) « <f (V2-e)+ac 
pour tout n G INI et pour tout c ^ 0. 

Preuve : On a les faits suivants 

(1) Il existe un réel ct\ > tel que pour tout c ^ 0, il existe a c G Am(F) qui vérifie 

(1) a(a c ) ^ ai(c + 1) 

(ii) U{F) C C a^FV- 1 

(2) Il existe un réel «2 > tel que 

(i) Pour tout g G G(F), S Pmin (m Pmin (g)) exp(a 2 o-(g)) ; 

(ii) Pour tout a G Am(-F), <W°0 ^ exp(oi2cr(a)). 

Soient c ^ et a c G y4.M(-^) qui vérifie (l)(i) et (ii). On a alors 

mp . (a c ua~ l ) = a c mp - (u)mp - (kp . (u)ar 1 ) 

r min \ C / r m!n V / r mzn V r min \ / C / 

pour tout u G U(F)q. On peut toujours supposer que la fonction er est invariante à gauche par 
On a alors 

tJ^Mc 1 )) < ^P mî „(^P mi „(«))exp(2QiQ 2 (c+ 1)) 

pour tout u G U(F)q. Soit /c c = F (2aia2(c + l)/log{q)) où £J(.) désigne la partie entière. On 
déduit de ce qui précède que 

A n:C (U) C a c A n+fecj o(C/)a ( : 1 

pour tout n G N. D'où 

(3) mes(A ntC (U)) ^ 5-Q(a c )mes (A n+kcfi (U)) ^ exp(aia 2 (l + c))mes (A n+jfcci0 (J7)) 
pour tout n G N et pour tout c ^ 0. 

Soit Kjj = K n U m i n (F), on a alors ^4 ra q(U)Kjj C ^4 n pour tout n G N. On en déduit 

V min v ) v / min 

que 

mes(A ni0 (I7))mes((I/(i ? ) n % . )\% . K a„ 
pour tout n G N. Puisque (U(F) n Kjj )\Kjj est compact donc de mesure finie, le lemme 

U min 7 ^ min 

2.4.1 et l'inégalité (3) permettent d'obtenir le résultat de la proposition ■ 



19 



Corollaire 2.4.1 II existe deux réels e > et a > tels que 

mes{u G V{F) C ; q~ n ~ l < E M ' {m Q (u))5 Q {m Q {u)) l l 2 ^ q~ n } « q "0--')+™ 
pour tout n € N et pour tout c ^ 0. 

Preuve : D'après le lemme II. 3. 2 de [W3], il existe un réel D tel que 

E M (m Q (u))ô Q (m Q (u)) 1 / 2 « 5 Pmm {m Pmin (u)fl 2 a{u) D 
pour tout u G U(F). D'après le lemme II. 3. 4 de [W3] on a aussi 

a(u) « 1 - log (5p min (m Pmin (n))) 
pour tout u G U(F). Le résultat est alors une conséquence facile de la proposition précédente ■ 

3 Les groupes unitaires 
3.1 Généralités 

Dorénavant on fixe une extension quadratique E de F. Les notations Oe, Jze, qE, voAe--- 
seront les analogues de celles définies pour F. On désignera par N et Tr respectivement la norme 
et la trace de l'extension E/F. On définit un caractère additif tpE de E par iPe(x) = tp(Tr(x)). 
On notera x h-» x le F-automorphisme non trivial de E et \E le caractère quadratique de F x 
donné par 

XE-F X -^F X /N{E X ) = {±1} 

Si G est un groupe algébrique définie sur E, on notera R E / F G le groupe algébrique défini 
sur F obtenu par restriction des scalaires à la Weil de E à F. 

Un espace hermitien sera pour nous un couple (V, h) constitué d'un espace vectoriel de 
dimension finie V sur E et d'une forme hermitienne h : V x V — > E non dégénérée (avec 
la convention que h est linéaire en la première variable). Quand la forme hermitienne sur V 
est évidente on dira juste que V est un espace hermitien (c'est le cas par exemple pour un 
sous-espace d'un espace hermitien sur lequel la restriction de la forme hermitienne est non 
dégénérée). Soit (V, h) un espace hermitien et soit G son groupe unitaire. On appelle système 
hyperbolique de V toute famille (ui)i=±i,...,±n d'éléments de V qui vérifient h(vi,Vj) = ô^-j pour 
tous i,j € {il, • • • , in}. Si V admet un système hyperbolique qui est aussi une base, on dira 
que V est hyperbolique. Soit Vh yp un sous-espace hermitien hyperbolique maximal de V et V an 
son orthogonal. Alors la forme hermitienne sur V an est anisotrope. Posons d an {V) = dim(V an ). 
Notons d(V) la dimension de V (comme F-espace vectoriel). On a toujours d(V) = d an {V) [2] 
et d an iy) ^ 2. Le groupe G est quasi-déployé si et seulement si d an (V) ^ 1. 

Pour v',v" € V, on note c(v',v") l'endomorphisme de V défini par 

c(v r , v")(v) = h(v,v')v" — h(v,v")v' 

pour tout v £ V. C'est un élément de g(F) et les c(v',v") pour v',v" € V engendrent q(F) 
comme F-espace vectoriel. 

On définit une fonction A sur G SS (F) de la façon suivante. Pour x G G SS (F), notons V"{x) 
le noyau de x — 1 dans V et posons 

A(x) = \N(det(l - x)\ v/v „ {x) )\ F 
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Soit W un sous-espace non dégénérée de V et notons H son groupe unitaire. On peut considérer 
H comme un sous-groupe de G en laissant agir ses éléments trivialement sur l'orthogonal de W . 

Lemme 3.1.1 Posons k = d(V) — d(W). On a alors 

D G (x) = D H {x)A(x) k 

pour tout x G H SS (F). 

Preuve : Posons W' = W L , H' le groupe unitaire de W 1 et 

Q (W, W') = {X G g; X.W C W, X.W' C W} 

On a alors deux décompositions g = h' © ï) © g(W, W) et Q x = t) x ® q(W, W') x où q(W, W') x 
désigne le commutant de x dans q(W, W'). Par définition, on a donc 

D G {x) = D H {x)\det{\ - ad(x)) lg(W:W ,y 3{WtW , )x \ F 

L'application g(W, W') — » HorriE{W , W), X X\ W i est un isomorphisme (où X\ W r désigne 
la restriction de X à W). Via cet isomorphisme ad{x) agit sur fl(W, W') par X i— >• x o X. On 
a donc un isomorphisme de .F[x]-modules q(W, W') ~ où l'action de x sur chaque facteur 

est l'action naturelle de x sur W. On en déduit facilement que 

\det(l - ad{x))\ B( w iW iy a( w jW ,) x \ F = A(x) k 



3.2 Sous-groupes compacts spéciaux, paraboliques, Levi et R-groupes 

Soit (vi)i=±i ± r un système hyperbolique maximal de V. Soient k±, . . . , k s ^ 1 des entiers 
vérifiant k\ + . . . + k s ^ r. Notons alors Z, t (resp. pour i = 1, . . . , s, le sous-espace de V 

engendré par les (resp. par les pour j = (ki + . . . + ki-\ + 1), . . . , (k\ + . . . + fcj). Soit P 
le stabilisateur dans G du drapeau 

Zi C Zi © Z 2 C . . . C Zi © . . . © Z s 

C'est un sous-groupe parabolique de G. Le sous-groupe M de P des éléments qui préservent 
Z±i, i = ±1, . . . , ±s est une composante de Levi de P. 

Tous les couples (P, M) formés d'un sous-groupe parabolique et d'une composante de Levi 
de P arrivent de cette façon, c'est-à-dire qu'on peut trouver un système hyperbolique maximal 
et des entiers ki, . . . , k s tels que P et M soient déterminés comme ci-dessus. 

Supposons à nouveau fixés notre système hyperbolique maximal et nos entiers k\ , . . . , k s cela 
détermine un sous-groupe parabolique P et un Levi M. Soit V l'orthogonal de Z\ © Z_\ © . . . © 
Z s © Z_ s et notons G son groupe unitaire. On a alors un isomorphisme naturel 

M ~ ReipGL^Zx) x ...x R e/f GL{Z s ) x G 

Le groupe de Weyl W(M) s'identifie alors naturellement à un sous-groupe de S s x (Z/2Z) S où 
S s agit sur (Z/2Z) S par permutation sur les entrées. Soit r une représentation irréductible de la 
série discrète de M(F). Alors R(t) est un sous-groupe de (Z/2Z) S et P(r) re9 ^ si et seulement 
si R(t) contient l'élément t = (—1, . . . , —1). Dans ce cas, R(r) = (Z/2Z) S , r se prolonge en une 
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représentation de Norm G ^(T), on a i?(r) res = {t} et \det(t — 1|^ M )| = 2 aM . 

Soit -/r une représentation irréductible et elliptique de G (F). On peut trouver M, r comme 
ci-dessus, et ( G -R(t) V de sorte que 7r = Ind G (r, (), où P est un élément de V(M). Puisque la 
classe de conjugaison du couple (M, r) est bien déterminée, on peut poser t(7r) = 2 ajv/ . 

Plus généralement, soit M comme précédemment et soit L un sous- groupe de Levi de M. 
Alors L admet une décomposition 

L = L\ x . . . x L s x L 

où pour i = 1, . . . , s, Li est un sous-groupe de Levi de R E jpGL{Zi) et L est un sous-groupe de 
Levi de G. Soit r G Il2(L), on a alors une décomposition en produit tensoriel r ~ t\ <8> . . . <8> t s (g) f 
où Tj G Il2(Li) pour z = 1, . . . , s et f G H2(X). La théorie du R-groupe est triviale pour 
les R E / F GL{Zi) donc R M (r) s'identifie à R G (f). Il s'ensuit que R M (r) re g est vide sauf si 
Lj = R E / F GL(Zi) pour i = l,...,s et R G (f) reg / 0. Dans ce cas là R M (T) reg est réduit à 
un élément t et on a |det(t - 1)|^ M /^| = |-R M (r)| = 2 aM ~ ai . 

Il existe un ensemble de O^-réseaux de V qualifiés de spéciaux tel que pour tout réseau 
spécial R de V le stabilisateur de R dans G(F) soit un sous-groupe compact spécial. Reprenons 
les constructions précédentes dans le cas où k\ = . . . = k r = 1. Alors P est un sous-groupe 
parabolique minimal. On peut choisir de prendre P m in = P et M m i n = M. Il existe des vecteurs 
v[ non nuls proportionnels à v\ pour i = ±1, . . . , ±r vérifiant h(y\,v'_^) = hM, , v'-,) pour 
tout = 1, . . . ,r et un réseau spécial R C V tel que le réseau R = Rz © R, où i?z = 
Oev[ © 0£î/_i © • • • © 0£^r © Os^'-r, soit spécial. Le stabilisateur K de R dans G(F) qui 
est un sous-groupe compact spécial est alors en bonne position par rapport à M m i n . Il est 
utile de remarquer (c'est une des hypothèses du paragraphe 1.6) qu'alors le morphisme naturel 
NormQ( F }(M m i n )r\K — > W G admet une section. Notons W K le sous-groupe des éléments k G K 
qui agissent par permutation sur les (fi)i=±i,...,±r et qui agissent comme l'identité sur V . Alors 
la restriction du morphisme précédent à W K est un isomorphisme, ce qui montre l'existence 
d'une section. 

3.3 Orbites nilpotentes régulières 

Supposons G quasidéployé et soit (u±i)i=i,...,r un système hyperbolique maximal. On a alors 
dim{V) = 2r ou 2r+l. Si dim(V) = 2r + l alors g(F) ne contient qu'une seule orbite nilpotente 
régulière. Supposons que dim(V) = 2r. Considérons P et M le sous-groupe parabolique et le 
Levi associé aux entiers k\ = . . . = k r = 1. Alors P est un sous-groupe parabolique minimal. 
Notons U son radical unipotent et u son algèbre de Lie. Soit rj G Ker(Tr) — {0} un élément de 
E de trace nulle qui est non nul. Soit N v l'élément de u(F) définit par 

N v v r = 0, N v Vi = Vi+i pour i = r — 1, . . . , 1, —2, . . . , — r et N v v_i = rjv\ 

Alors N n est un élément régulier qui engendre une orbite nilpotente O v qui ne dépend que 
de l'image de i] dans (Ker(Tr) — {0})/N(E x ). L'application i] i— > O v est une bijection de 
(Ker(Tr) - {0})/N(E x ) sur NU(q)(F) re g, en particulier cet ensemble est de cardinal 2 et la 
multiplication par n'importe quel élément À G F x — N(E X ) permute ces deux orbites. 
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4 Position du problème 



Soit (V, h) un espace hermitien et G le groupe unitaire associé. On se donne une décom- 
position orthogonale de V de la forme V = Z © D © W où D est une droite non dégénérée, 
dont on fixera un générateur vo, et Z possède une base hyperbolique (vj)i=±i,...,±r- : 011 a donc 
h(vi,Vj) = Si —j pour tous i,j G {il, • • • , ir}. On notera Z + resp. Z_ les sous-espaces de V 
engendrés par les Vi, i = 1, . . . , r resp. les v-i, i = 1, . . . , r et Vq = D © VF. Soient G, Go et iî 
les groupes unitaires respectifs de V, Vq et W . On identifie H (resp. Go) avec le sous-groupe 
de G des éléments qui agissent comme l'identité sur Z © D (resp. Z). Soit P le sous-groupe 
parabolique de G qui conserve le drapeau de sous-espaces isotropes 

Ev r C Ev r + Ev r -i C . . . C P-u r + . . . + Ev\ 

Soit A le tore des éléments de G qui conservent chaque droite Evi, i = il, ... , ir et qui 
agissent comme l'identité sur D © W, U le radical unipotent de P. Posons M = AGq, c'est une 
composante de Levi de P. Pour a G A(F) on note la valeur propre de a agissant sur V{. Soient 
£o, • • • , £r-i des éléments de P x , la formule suivante défini alors un caractère de U(F) invariant 
par conjugaison par H (F) 

r-l 

Ç(n) = V>£(^&M u ^> v -j-i)) 
i=0 

Pour 7T € Irr(G) et a £ Irr(H) on définit HomH^(i:,a) comme l'espace des homomor- 
phismes l : E n — > E a qui vérifient 

l(ir(hu)e) = Ç(u)a(h)l(e) 

pour tous h G H(F),u G C^(P) et e G £V On note m(ir,a) la dimension de cet espace. D'après 
[AGRS] et [GGP], cet espace est de dimension au plus 1. 

Soit R un ©g-réseau spécial de V en bonne position par rapport à un parabolique minimal inclus 
dans P qui se décompose sous la forme R = Po © Rz où Po et Rz sont des O^-réseaux de Vq et 
Z respectivement. On a alors G(F) = A(F)Gq(F)U(F)K . Pour N ^ 1, on définit une fonction 
kn sur G (F) ainsi : c'est la fonction caractéristique de l'ensemble des g G G(F) vérifiant 

- g- l (v r )mr E N R^(I) 

- CT 1 («r-l + Ev r ) R TTË 2N R + 

- _1 (wd + Evi + ... + Ev r ) n n E 2N R + 

- cT 1 ^-! + W + Pt> + Pvi + • • • + Ev r ) n ir E 2N R / 

- g- l {v_ r + Pw_ r+ i + . . . + Ev-i + W + Evq + . . . + Pw r ) n tt e 2N R + 0. 

La fonction kn est invariante à gauche par H(F)U(F) et à droite par K. Elle est de plus à 
support compact dans H(F)U(F)\G(F). Soient 9 un quasi-caractère de H{F) et / G G£°(G(P)) 
une fonction très cuspidale. Pour g G G(P), on définit alors la fonction g f^ sur H (F) de la façon 
suivante : 

= / f(g- l hug)^u)du 
JU(F) 

Cette fonction est localement constante à support compact, on peut donc définir 

J(0,f,g)= I o(h)°ft(h)dh 

Jh(f) 
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qui est une fonction localement constante en g. Pour N ^ 1, on pose alors : 

Jn(0J)= [ J(9,f,g)K N (g)dg 

JH(F)U(F)\G(F) 

La raison de l'expression précédente est qu'elle apparaît naturellement lorsque l'on essaye 
de calculer une multiplicité m(7r, a) pour ir € Irr(G) et a G Irr(H) cuspidales (prendre pour 
/ un coefficient de tt et 9 = 9 a v . cf [Wl] proposition 13.1 pour le cas des groupes spéciaux 
orthogonaux). Le but de cet article est de démontrer que Jn(9,/) admet une limite lorsque N 
tend vers l'infini et de donner deux expressions pour cette limite. L'une qualifiée de géométrique 
est énoncée dans la section 5 et démontrée dans les sections 6 à 10. L'autre spectrale est énoncée 
et démontrée dans la section 16. De l'égalité entre ces deux développements, l'on déduira dans 
la section 17 la formule intégrale pour la multiplicité m(-7r, a) (tt G Temp(G), a € Temp(H)) 
annoncée dans l'introduction. 



5 Le développement géométrique : définitions et énoncé 

5.1 Un ensemble de tores 

On définit T comme l'ensemble des sous-tores T de H pour lesquels il existe une décomposi- 
tion orthogonale W = W © W" telle que, en notant H' , H" et G" les groupes unitaires de W, 
W" et V" = Z © D © W" respectivement, les conditions suivantes soient vérifiées : 

- T est un tore maximal totalement anisotrope de H'. 

- G" et H" sont quasidéployés sur F. 

On fixe T un ensemble de représentants des classes de conjugaison par H (F) dans T. 

Soit T € T et W' , W" comme précédemment. On note Tjj l'ouvert de Zariski des éléments dont 
la restriction à W' n'a pas 1 pour valeur propre et a toutes ses valeurs propres de multiplicité 1. 
Soient et 9' deux quasicaractères sur H(F) et G(F) respectivement. On définit deux fonctions 
c e et c 6 ' sur T k (F) de la façon suivante : pour t € T k (F), on a G t (F) = G" (F) x T(F) et H t (F) = 
H" (F) x T(F). Par conséquent on a des identifications naturelles NU(q"(F)) = Nil(g t (F)) et 
Nil(t)"(F)) = Nilft t (F)). On pose alors 

C9>(t) = 2^ 



\Nil rea (g"(F))\ 
OeNil reg ( 3 "(F)) 1 re9Vy v ,n 

et 

C0,o(t) 



ce(t) = 



\Nil req (f)"(F))\ 

Si / € C%°(G(F)) est une fonction très cuspidale, on posera cj = c$ f . 



5.2 Un critère de convergence 

Soit T € T. On note W' T et W'^ les espaces notés W' et W" précédemment. On note H' T 
le groupe unitaire de W' T . Pour t G T(F), on définit E"(t) = Ker(t — 1)^ e * F'(t) son sup- 
plémentaire orthogonal dans W' T . On notera respectivement J'(t) et J"(t) les groupes unitaires 
de E'[t) et de E"(t) et it désignera le centre de l'algèbre de Lie )'{t) t - Remarquons que l'on a 
toujours it C t. 
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Lemme 5.2.1 Soit t G T(F). On a 
(i) dim(t) — dim{fa) ^ dim(E"(t)) avec égalité si et seulement si J'{t) t est un tore; 
(ii) Il existe un bon voisinage oj C i(F) qui vérifie les deux conditions suivantes 

- Pour tous X G oj et X G F x tels que XX G oj on a %texp(X) = dtexp(XX) 

- Pour tout X G oj\fa on a^ Ç Itexp(X) 

Preuve : (i) T est un sous-tore maximal de H' T t = J"(t) x J'(t) t . On a donc une décomposition 
T = T" x T' avec T" et T' sous-tores maximaux de J"(t) et J'(t)t respectivement. En particulier, 
on a dim(T") = dim(E" (t)) et fa C t'. On en déduit que 

dim(ï) — dim{fa) = dimiT") + dim(t f ) — dim{fa) 
> dim(T") = dim(E"{t)) 

avec égalité si et seulement si t' = fa c'est-à-dire si et seulement si J'{t) t est un tore. 

(ii) Il existe un bon voisinage oj C t(F) tel que pour tout X G oj on ait E" (texp(X)) = 
Ker(X^"(t)) et J' ' (texp(X))t eX p(X) = J' (t ex P(X))t,x ■ Soit oj un tel voisinage. Pour tous X G oj 
et À G F x tels que XX e oj on a alors J' {texp{X)) texp{x) = J' (texp(XX)) texp{xx) d'où fa exp ( X) = 

hexp(XX)- 

Soit X G oj et G le groupe unitaire de l'orthogonal de E'{t) dans E'(texp(X)). On a alors 
J'{texp{X)) t = G x J'(t) t et J' (texp(X)) texp(x) = G x x J'(t\ x . De plus, Z(J'(t)t) C J'{t) t ,x 
d'où 3 t C ltexp{X)- Puisque X appartient au centre de l'algèbre de Lie j' (texp(X)) t; x , on a 
^ £ 3t e:E p(x) donc fa / 3 te:E p(x) si X £ fa ■ 

Pour X un F-espace vectoriel et i G R, on note Ci{X) l'espace des fonctions mesurables 
(p : X — » C vérifiant ^(Àx) = |À|^(/9(x) pour tout i G 1 et tout À G F x2 . On note C^>i(X) 
l'espace des fonctions à valeurs complexes sur X engendré par les Cj(X) pour j ^ i. Soit 
X : i ?x — > {il} un caractère quadratique, pour i G R on notera Ci )X {X) l'espace des fonctions 
mesurables <p : X — » C telle que <^(Ax) = xMI'M^V 9 ^) pour tout x G X et tout À G F x . En- 
fin, C5»j iX (X) désignera l'espace de fonctions sur X engendré par Cj iX (X) et les Cj(X) pour j > i. 

Soit ô : T(F) — >■ K une fonction, on définit alors C^s{T) (resp. C^5 iX (T)) comme l'espace 
des fonctions / définies presque partout sur T(F) et telle que pour tout t G T(F), il existe un 
bon voisinage oj de t(F) et une fonction (p G C^ s ^(i(F)/fa(F)) (resp. 99 G C >5(t ) iX (t(F)/3 t (F))) 
vérifiant 

VX G eu, / t)W (X) = <p(X) p.p. 

où X désigne la projection de X sur t(F)/fa(F). Rappelons que l'on a défini en 3.1 une fonction 
A sur G SS (F). 

Lemme 5.2.2 Posons 

,dim(fa) — dim(ï) — dim(E"(t)) N 
= min{ - , -1) 

Soit f G C^5 XB (T), alors pour tout s G C tel que Re(s) > l'intégrale / f(t)A(t) s dt converge 

Jt(f) 

absolument et de plus la limite 

lim / f(t)A(t) s dt 

s^0+ Jt(F) 

existe. 
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Preuve : Il suffit de montrer que pour tout t G T(F), il existe un voisinage fi de t tel que 
f{x)A{x) s dx converge absolument pour Re(s) > et lim / f(x)A(x) s dt existe. (*) 

Pour t G T(F) et pour X dans un bon voisinage assez petit de dans t(F), on a A(texp(X)) = 
A(i)\N(det(X\ E /i( t -)))\F presque partout. La fonction A t : X \N (det(X\ E // ^))\f est invariante 
par 3t(.F) C t)' Tt (F) et presque partout homogène de degré 2dim{E" (t)) . 

On pose T(F) n = {t G T(F) : dim(ï) — dim{it) ^ n} et on va montrer par récurrence sur 
n que (*) est vraie pour t G T(F) n . Pour t G T(F)q, la fonction / est localement constante 
au voisinage de t (car j t = t), donc le résultat est vérifié. Supposons le résultat vérifié pour 
n — 1 et soit t G T(F) n . On peut supposer que t n'est pas dans T(F)q, on a alors <5(t) = 
(dim(it) — dim(l) — dim(E" (i))) /2. Choisissons un bon voisinage w de dans t(i ? ) et ^ G 
C^,5( t ) )XB (t(-F)/3t(.F)) tels que f(texp(X)) = <p(X) p.p. pour X G w. On peut décomposer ip 
sous la forme 



où ip 5 ^ G C S (t), XE (i(F)/$ t (F)) et ^ G Ci(ï(F)/i t (F)) pour i > 6(t). Quitte à restreindre w on 
peut supposer que uj vérifie les conditions du lemme 5.2.1, que l'exponentielle sur uj préserve les 
mesures et que uj admet une décomposition uj = uo i x uj' où uj i C fa es t un voisinage de et uj' est 
un réseau d'un supplémentaire de 3t(i ? ) dans t(i ? ). Pour i ^ S(t) soit fi : T{F) — > C la fonction 
définie par fi(texp(X)) = <fi(X) pour X £ u et fi(t') = si t' ^ texp(u). On a alors 

(1) /< G CW, XB (T) 

En effet, pour tout A G O p 2 , la fonction g\ définie par g\(texp(X)) = f(texp(XX)) pour 
X £ u et g\{t') = si t' ^ texp(uj), est dans Cj»5 iX (T) car pour tout X G w on a ltexp{X) = 
3texp(AX)- Comme /j est combinaison linéaire des fonctions g\ on a bien (1). 

Pour X G bj\it(F) on a j( C Itexp(X) donc texp(X) G T(F) n _i. D'après l'hypothèse de 
récurrence, les /j vérifient (*) pour t' = texp(X). Puisque l'exponentielle préserve les mesures 
sur uj, pour tout compact uj" C uj\fo{F) et pour 9t(s) > l'intégrale 



/ 

Jw' 



\Vi{X)\A t (X) s dX 



converge et admet une limite lorsque s tend vers 0. Choisissons une base du réseau uj' et 
soit Çl' l'ensemble des éléments de ce réseau dont la décomposition dans cette base s'écrit 
avec des coefficients dont la valuation minimum est ou 1. Pour montrer la convergence de 

/ f(t')A(t') s dt' pour 9î(s) > 0, il suffit de montrer pour tout i ^ ô(t) la convergence de : 

J texv(ui) 



(2) / \^{X)\A t {X) s dX = V / \<pi{X)\A t {X) s dX 



= V0l{uJ i ) [ ^| 7rj? |2fc(i+2 i dim(B"(t))+*m(t)-dim(,0) j / \^(X)\A t {X) s dX 



On a 
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i + dim{ï) — dim(it) ^ S(t) + dim(t) — dim(fo) = (dim(t) — dim($t) — dim(E" (i))) /2 
et d'après le (i) du lemme 5.2.1, on a aussi dim(ï) — dim(fa) ^ dim(E"(t)). Par conséquent 

Re(i + 2sdim(E" (t)) + dim{ï) - dimfa)) > 2Re{s)dim{E" '(*)) > 

On ne peut avoir égalité dans l'inégalité précédente que si dim(t) — dim($t) = dim(E" (t)) = 0, 
c'est-à-dire si t G T(F)q, cas que l'on a exclu. On en déduit que l'intégrale (2) est égale à une 
série convergente. Pour i > ô(t) le calcul précédent nous montre même que l'intégrale 

<Pi{X)A t {X) 9 dX 

admet une limite lorsque s — > 0. Pour montrer l'existence de la limite en 0, il reste à montrer 
que pour i = ô(t) l'intégrale 



/ 

Jui' 



ipi(X)A t (X) s dX 



admet une limite lorsque s tend vers 0. Si E/F est ramifiée alors on peut trouver A G O f tel 
que X-b(A) = —1 et le changement de variable X i-> XX montre que cette intégrale est toujours 
nulle. Reste le cas où E/F est non ramifiée. Définissons Q" comme le sous-ensemble des éléments 
de Cl' dont les coefficients dans la base déjà fixée ont une valuation minimale nulle. On a alors : 

/ <p t (X)A t (X) s dX = V / <pi(X)A t (xydX 
Ju> k ^ A* n» 

= (l + ^ F ^t)+2sdim(E''(t))+dim(i)-dirn(it)^-i f Lpi (X)A t (X) s 

et cette expression admet une limite lorsque s — > 0. ■ 

5.3 Définition de J geom (0,f) 

Soient 9 et 9' des quasicaractères sur H (F) et G(F) respectivement. 

Lemme 5.3.1 Soit T G T alors la fonction t ^ c e/ (t)c e (t)D H (t) 1 ^ 2 D G (t) 1 / 2 A(t)- 1 / 2 est dans 

Soit / G C%°(G(F)) une fonction très cuspidale. On peut donc d'après le lemme 5.2.2 définir 
la quantité suivante : 

JgeomiOJ) = V \W(H, T)| _1 ^(T) lim / ce (t)cf (t)D H (t) 1 / 2 D G (t) x l 2 A {ty~ x l 2 dt 

Preuve : On reprend les notations du paragraphe 5.1. A T sont associés des sous-espaces W' 
et W" de W et des groupes unitaires H', H" et G". Pour t G T(F), on note E"{t) le noyau de 
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t — 1 dans W' et E'(t) le supplémentaire orthogonal de E"(t) dans W'. On désignera par J'(t) 
et J"(i) les groupes unitaires de E'(t) et E"(t) respectivement et par G(t) le groupe unitaire de 
Z ®D ® W" © £"(t). On a alors G t = G{t)J'{t) t et 0t = g(i) © )'{t) t . 

On définit les fonctions suivantes sur T(F) : 

5 ,S G ,5 H :T(F) 

, (.) = (^0-^) + ^)-^)) _ dim{E „ {t)) 



Sa(t) 



s H (t) 



\(ô(G") - ô(G t ) + 2) si dim(E"(t)) ^ 2 et dzm(W" © £"(t)) = 0[2] 

\{6{G") -5{G t )) sinon. 

\{5{H") - 5(H t ) + 2) si dim(E"(t)) ^ 2 et dim(VF" © E"{t)) = 1[2] 

-£(#*)) sinon. 



On va montrer dans un premier temps que c#' G C^s G (T), ce G C^s H {T) et (D H D G A g 
C^5 0iX0 (T) où xo es t le caractère trivial de F x . 

Soit t G T(.F) alors pour X dans un bon voisinage assez petit de dans t(F), on a 
D H (texp(X)) = D H (t)D Ht (X), D G (texp(X)) = D G (t)D Gt (X) et 

A(texp(X)) = A(t)\N(det(X'É„( t y Ker ( X „^))\F où X" est la restriction de X à E"(t). La fonction 
X i ^ W(det(X'É,n t y Ker ( X „j))\F est homogène de degré 2dim(E"(t)) en dehors d'un fermé de 
mesure nulle et elle est clairement invariante par $t{E). Pour X en dehors d'un ensemble de 
mesure nulle on a H^x = TH" et Gt : x = TG". Sur cet ensemble D Ht et D Gt sont homogènes 
de degrés dim(H t ) - dim(H tt x) = à{ H t) - S(H") et dim(G t ) - dim(G t ,x) = 8{G t ) - 5{G") 
respectivement. Elles sont aussi invariantes par %t{E) car ^ est central dans \)t et Qt- On en 

déduit que (D H D G A- 1 ) 1/2 G C >SoMo (T). 

Soit t G T(F), il existe un bon voisinage w C Qt(F) de de sorte que l'on ait 

e'(texp(X))= Yl c e/ ,o(t)j Gt (0,X) 
oemibst) 

pour presque tout X G ui. Par linéarité on peut supposer que 6'(texp(X)) = j Gt (0,X) pour 
presque tout X G ui. Cette fonction est invariante par translation par les éléments du centre de 
Qt(F) donc aussi par $t(F). Soit X G ui fl t(F) tel que texp(X) G ^(F). Pour presque tout 1" 
dans un voisinage de dans Qt,x{F) on a un développement 

j Gt (0,X + Y) = Yl c e/ ,oitexp(X))j G "((D',Y) 

0'eNil( s "(F)) 

La fonction X t— ï cg'(texp(X)) est une combinaison linéaire des coefficients cgi qi (texp(X)) pour 
O' G Nil reg (g"(F)). Des propriétés d'homogénéité de .) et j(0', .) on déduit que la fonction 
Xéw4 C0'(texp(X)) est dans C s(.G")-dim(o) (KF)/$t(F)). On a dim{0) < ô(Gt). Cela conclut 

si dim(E"(t)) < 1 ou dim{W" © £"(*)) est impaire. Si dim{E"{t)) ^ 2 et dim{W" © £7"(t)) 
est paire il suffit de montrer que pour O re9 G Nil reg (Qt(F)) et X G uj D t(F) en position 
générale la fonction y i— >■ j(O reg ,X + y) est nulle dans un voisinage de dans g'^i 7 ). Dans 
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le cas considéré G(t) est un groupe unitaire de dimension impaire, donc Q(t)(F) admet une 
unique orbite nilpotente régulière O. On a une factorisation j(O reg , .) = j(0, .)r(.) relativement 
à la décomposition Qt(F) = g(t)(F) © )'(t)t(F), où r est un quasi-caractère de )'(t)t(F). Or, 
O est induite à partir de l'orbite {0} d'une sous-algèbre de Borel et donc est à support dans 
l'ensemble des éléments qui appartiennent à une sous-algèbre de Borel. Soit X G uj H i(F) que 
l'on décompose en X = X" + X' avec X' G j'(t) t (F) et X" G j"(t)(F) n t(F) C d(t)(F). Le 
groupe J"(t) HT est un tore anisotrope de dimension plus grande que 2. Donc pour X dans un 
ouvert de Zariski, X" possède un voisinage qui ne contient aucun élément dans une sous-algèbre 
de Borel de g(t)(F). Par conséquent j(Ô, .) s'annule au voisinage de X" . On en déduit le résultat 
pour cg>. On procède de même pour cg. 



Un calcul indolore nous donne pour t G T(F) 
ô G (t) + ô H {t) + ô {t) = 



-dim{E"{t)) + 1 si dim(E"(t)) ^ 2 
—dim(E"(t)) sinon. 

Si dim(E"(t)) ^ 2, on a S(t) = (dim($ t ) - dim(t) - dim(E"(t))) /2 et d'après le (i) du lemme 
5.2.1, ô(t) < -dim{E"{t)). Si dim(E"(t)) = 0, on a ô(t) < -1. Enfin, si dim(E"(t)) = 1, 
toujours d'après le (i) du lemme 5.2.1, on a ô(t) ^ —dim(E"(t)) avec égalité seulement si J'(t)t 
est un tore. On en déduit dans tout les cas que 8g (t) + Sjj(t) + ôo(t) ^ ô(t) et que l'on ne peut 
avoir égalité que si J'(t)t est un tore et dim(E" (t)) = 1. Pour obtenir le lemme il nous reste à 
établir le fait suivant : pour t G T(F) tel que J'(t)t est un tore et dim(E"(t)) = 1 alors il existe 
un bon voisinage ujt de dans t(F) tel que : 

- Si dim(W") est paire alors la fonction X G ojt ^ cg/(texp(X)) est la restriction à ujt d'un 
élément de C><5 G (t), XB (t{F)/$ t (F)), et la fonction X G ojt | — > cg(texp(X)) est la restrcition 
à w T d'un élément de C >SH (t), X o (K F )/fo {F)). 

- Si dim{W") est impaire alors la fonction X G w-r i— > cgi{texp{X)) est la restriction à 
wt d'un élément de C^g G (t^ X0 (t(F)/^ t (F)), et la fonction lew-f 4 cg(texp(X)) est la 
restriction à ujt d'un élément de C^ H {t),x E (KF)/àt{F)). 

On démontre ceci pour cgi la preuve étant la même pour cg. Puisque J'{t)t est un tore on 
a une identification Nil(Qt(F)) = Nil(Q(t)(F)). D'après ce qui précède il n'y a rien à dire si 
Nil reg (g(t)(F)) = on suppose donc que Nil reg (g(t)(F)) / 0. 

Dans le cas dim(W") impaire, Q(t)(F) possède une unique orbite nilpotente régulière O 
et q" (F) possède deux orbites nilpotentes régulières + et O' . Soit uj un bon voisinage de 
dans Qt(F) assez petit. Par linéarité, on peut supposer que 9' tu) = j(0,.) sur u. On a pour 
X G uj H i(F) en position générique un développement au voisinage de dans q"(F) de la forme 

j(Ô, X + Y) = c j{Ô,.),o( X ti(°' Y ">- Par défmition > on a 

Oe Nil( s "(F)) 



cg/ (texp(X)) 



3(ô,.),o+( x ) + c ](ô,.),o-( x ) 



Pour A G F x et presque tout X G t(F), F G fl"(F), on a AX + XY) = \X\ F 2 j(0,X + Y) 

S (G") 

et j(0^,XY) = \X\ F 2 j(XO ± ,Y) et la multiplication par A conserve {0 + , O } : on en déduit 
le résultat. 

Dans le cas dim(W") paire, g(t)(F) possède deux orbites nilpotentes régulières Ô + et Ô~ 
alors que q"(F) ne possède qu'une orbite nilpotente régulières O" . Comme auparavant, on peut 
fixer un bon voisinage uj de dans Qt(F) assez petit et supposer que & t = j(Ô + , .) presque 
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partout sur uj. On a pour X G wflt(F) en position générique un développement au voisinage de 
dans g" (F) de la forme 

j(Ô + ,X + Y)= Yl c j{ô\.)d X )KO,Y) 

Oe Nil(g"(F)) 

Par définition, on a 

c ,(texp(X)) = c~ j{ ç +)0 „(X) 

La fonction j(0 + , .) +j(0~,.) est à support dans l'ensemble des éléments de Q(t)(F) qui 
appartiennent à une sous-algèbre de Borel. Pour X G i(F) en position générale, la projection X" 
de X sur g(t)(F) suivant )'(t)t(F) est non nulle et appartient à un tore anisotrope de dimension 
1, donc n'appartient à aucune sous-algèbre de Borel de (car G(t) est un groupe unitaire 

de dimension paire). Par conséquent pour presque tout X G t(-F) la fonction j(0 + , .) + j(0~ , .) 
s'annule au voisinage de X. Pour A G F x et presque tout X G t(F), Y G q"(F) on a donc 

„ . s (°t) . _ HG t ) _ 

i(0+,AX + Ay) = |A| F 2 j(XO + ,X + Y) = \X\ F 2 X £(A)j(0+,X + Y) 

a(G") . 

d'après ce qui précède et j(0", XY) = \X\ F 2 j(0", Y). On en déduit alors ce que l'on voulait 



5.4 Enoncé du développement géométrique 

C'est le théorème suivant. Sa preuve occupera les sections 6 à 10. 

Théorème 5.4.1 Soient 9 un quasicaractère de H(F) et f G C%°(G(F)) une fonction très 
cuspidale on a alors : 

Jim Jn{0,/) = Jgeom{Q,f) 



5.5 Enoncé du théorème pour les algêbres de Lie 

Le caractère Ç de U(F) se descend à l'algèbre de Lie via l'exponentielle, on en déduit un 
caractère encore noté £ de u(F). Pour un quasicaractère de t)(F) et f £ C%°(g(F)) une fonction 
très cuspidale on définit alors les fonctions et quantités suivantes : 

- Pour g G G (F) et X G f)(F) on pose 9 f^(X) = [ f{g^{X + N)g)£{N)dN . 

Ju(F) 

- Pour g G G (F) on pose J(6,f,g) = [ 9{X) 9 f^{X)dX. 

h{F) 

- Pour N ^ 1 on pose Jn(6J) = / K N (g)J(6,f,g)dg. 

J H(F)U(F)\G(F) 



IH(F)U(F)\G(F) 

Pour X G Qss(F) on pose A(X) = \N {det{X\ w / w „ ( X )))\f où W"(X) est le noyau de X. 
Pour T G T et X G i(F\ on définit 



|iViZ re „(0"(F))| PV y ^ \Nil re Jt)"(F))\' 
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De façon similaire à ce que l'on a fait sur le groupe on peut définir 



(1) J g eom{ej) = Y j \W{H,T)\- 1 v{T) lim ! c e (X)c f (X)D H (X) 1 / 2 D G (X) 1 / 2 A(Xy- 1 / 2 dX 



L'analogue du théorème 5.4.1 pour les algèbres de Lie est alors : 



Théorème 5.5.1 Soient 9 un quasicaractère de l)(F) et f G C^°(q(F)) une fonction très cus- 
pidale on a 



lim Jn(&J) = Jgeom(0,f) 
N—>co 



Les théorèmes 5.4.1 et 5.5.1 seront démontrés dans la section 10. 

6 Descente à l'algèbre de Lie 

Fixons x G H SS (F). Par la suite, on notera respectivement W", V " et V" le noyau de 
x — 1 dans respectivement W, Vq et V, on notera W' l'orthogonal de W" dans W (on a alors 
W = W" © W) et on notera G' = H' , G" , H" et Gq les groupes unitaires de respectivement 
W, V", W" et y " (on a alors G x = G' X G" et H x = H' X H"). Soit J C g' x (F) et J' C g" (F) 
deux bons voisinages de on pose alors w = w' x w" C Qx(F) c'est un bon voisinage de 0. Soit 
il = (xexp{oj)) G . On supposera jusqu'à la section 8 que l'on a Supp(f ) C fi. 

6.1 Localisation de J N (6,f) 

On définit pour g G G(F) la fonction suivante sur h x (F) 

9 /iW= / %,.(* + iv)ç(^)^v 

Ju x (F) 



On définit aussi 



et 



Jx,uj,n(0J) = K N (g)J x ^(9,f,g)dg 

J H X {F)U X {F)\G(F) 

Posons C{x) = D G {x) 1 / 2 D H {x) 1 / 2 A(x)- 1 / 2 . 
Lemme 6.1.1 On a l'égalité 

J N (0,f) = C(x)J x , U! , N {9,f) 

Preuve : Il suffit de reprendre la preuve du lemme 8.2 de [Wl]. Rappelons pour la commodité 
du lecteur comment l'on procède. 

Par la formule d'intégration de Weyl, on a : 

J{9,f,g)= \W(H,T)\- 1 [ 9{t)D H {t)f h ^{t)dhdt 

TeT(H) Jt ^ Jt(F)\H(F) 
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Pour T et T deux tores maximaux de H on note W(T, T') = {w G H (F) : wTw' 1 = T'}/T(F). 
On a alors : 

1) Soient T G T(-ff) et t G T(F) n iïreg(-F) tel que ! hg fHt)dh + alors 

JT(F)\H(F) 

t G [J [J u>(xexp(ti(F) nw))?^ 1 

Ti6T( J ffx)î«eW(Ti,r) 

En effet, il existe alors -u G U(F) tel que tu G (xexp(u;)) G . La partie semisimple de tu 
étant conjuguée à t on a aussi t G (xexp(o;)) G '. Soient donc X G cj et y G tels que 

yiy -1 = xexp(X). On a alors y(Z © D) C Ker(xexp(X) — 1) C Ker(x — 1) = y" et il existe 
d'après le théorème de Witt un élément y' G G" (-F) C G X (F) tel que © D) = Z © D. 

Quitte à remplacer y par y'y et X par y'Xy'^ 1 , on peut donc supposer que y{Z © D) = Z © D. 
Alors yty~ l agit trivialement sur Z ® D donc xexp(X) aussi et X G fjxC-f 1 )- Quitte à conjuguer 
encore X par un élément de H X (F) on peut certainement supposer qu'il existe 7\ G T{H X ) tel 
que X G ti(.F) flw. Soit h la restriction de y" 1 à W on a alors t = hxexp(X)h^ 1 . La conjugaison 
par /i envoie donc Zn{xexp{X))° sur Zji(t)°. Puisque t est régulier dans H on a Zu(t)° = T et 
^(xexppQ) = Ti. 

2) Pour T G T(H), Ti,T 2 G T(flx) et wi G W(Ti,T), u> 2 G W(T 2 ,T) les deux ensembles 
u> i (xexp(t\ (F) Huj^w^ 1 et u> 2 (xexp(t 2 (F) nw))w 2 _1 sont disjoints ou égaux et s'ils sont égaux 
on a T l = T 2 . 

Soient yi,y 2 G H (F) qui relèvent w\ et w 2 on pose y = y 2 l y\. Si les deux ensembles en 
question ne sont pas disjoints, on a y{xexp{uj))y~ l H xexpiuj) ^ donc y G Zh(x)(F) = H X (F) 
et la conjugaison par y envoie T\ sur T 2 et w sur w. 

3) Soient T G T(#), Ti G T{H X ) et G W{Ti,T). Le nombre d'éléments w 2 G W(Ti,T) 
tels que u; 2 (xexp(ti(F) Huj^w^ 1 = w\(xexp(ïi(F) Cilj^w^ 1 est \W(H x ,Ti)\. 

En effet d'après ce qu'on vient de voir l'ensemble de ces éléments est en bijection avec 
{y G H X (F) : yT^ 1 = T^/T^F) qui est précisément W{H X ,T{). 

4) Soit Ti G T(flx), alors il existe un unique tore T G T(H) tel que W(Ti,T) ^ et on a 
alors |W(Ti,T)| = \W{H,T)\. 

L'existence et l'unicité de T sont évidentes puisque T{H) est précisément un ensemble de 
représentants des classes de conjugaison de tores maximaux de H. Soit donc T l'unique élément 
de T(H) tel que W(T\,T) ^ et fixons Wl G W(T\,T). On a alors une bijection entre W(T U T) 
et W(iî, T) donnée par w ^ ww^ 1 . 

On déduit des points 1) à 4) ci-dessus que l'on a 

Wf,9)= E E E I^T)!- 1 !^,,^)!- 1 

T!eT(H x ) TeT(H) Wl eW(T u T) 

Jti(F)nu 

= Yl WiH^T^l 1 ! D H (xexp(X)) l l 2 e(xexp{X))J H {xexp(X)^ft)dX 

TieT{Hx) Jti(F)Duj 

Pour lGwnti(F)n t)reg(F) on a D H (xexp(X)) = D H {x)D H *{X) et 
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J H (xexp(X),Sft) = D H (x) 1 / 2 [ J Hx {xexp{X)^f<)dh 

Jh x (f)\h(f) 



c(F)\H(F) 

D'après la formule de Weyl sur H x , on a donc : 



J N (6,f) = D H (x) f K N (g) f Vg{X)dXdg 

JH X (F)U(F)\G(F) Jt> x (F) 



ou 



<Pg(X) 



e x ^{X)9fï{xexp{X)) silew 
sinon. 



Soit u x (F) = Im(ad(x) — l| u (i?)), on a alors u(F) = u x (F) © u x (F). On a fixé une mesure 
sur u(F) et on suppose que cette mesure est produit d'une mesure sur u x (F) et d'une mesure 
sur u x (F). Soit U X (F) = exp(u x (F)) qu'on munit de la mesure image par l'exponentielle. Pour 
X G lu n t) x ,reg(F) et g G G (F), on a 



9 f^(xexp(X)) = I / 9 f (xexp{X)uv)£ > {uv)dudv 

JU x (F)\U(F)Ju x (F) 



Pour n G U X (F) l'application t> H> (xexp(X)n) _1 w _1 xexp(X)îxv est un isomorphisme de U X (F) 
sur U X (F)\U (F) (la barre désignant la classe d'un élément dans U X (F)\U(F)). Son jacobien est 
\det(l — ad(xexp(X)u)\ u xtp\)\F = \det(l — ad(xexp(X))i uX (f))\f et on a 

\det(l — ad(xexp(X))\ u x( F ))\p = \det(l — ad(x)\ u x( F ))\F d'après la propriété 3.1(7) de [Wl] sur 
les bons voisinages. On a un isomorphisme de F-espace vectoriel 

W' ® F {Fvi © ... © Fv r ) -> u x (F) 
w' © z — > c(z, w') 

On en déduit que le jacobien de notre application est A(x) r . L'application 

u x (F) -> U X (F) 

N ^ exp(-X)exp(X + N) 
est une bijection qui préserve les mesures. Puisque Ç(exp(— X)exp(X + N)) = Ç(N), on a 



9 f(xexp(X)) = A(x) r [ [ 9 f{v- 1 xexp{X)uv)i{u)dudv 

Ju*(F) Ju x (F) 

= A(x) r [ I V9 f{xexp{X + N))i{N)dNdv = A(x) r [ V9 fi u {X)dv 

JU*(F) Ju x (F) JU X (F) 
La flèche naturelle U X (F) — > U X (F)\U(F) est une bijection qui préserve les mesures on en déduit 

J N (6,f) = D H (x)A(xy [ K N (g) [ 9 x ^(X) 9 flJX)dXdg 

JU X (F)H X (F)\G(F) Jt) x (F) 
On vérifie facilement, grâce au lemme 3.1.1, que C(x) = D H (x)A(x) r , ce qui permet de conclure 
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6.2 Localisation de J 3eom (é>, /) 

Pour T G T on notera maintenant et les sous-espaces que l'on avait noté W' et 
dans le paragraphe 5.1. Remarquons que l'ensemble des tores T ne dépend que des espaces 
hermitiens W et D. Quand on voudra préciser par rapport à quels espaces l'ensemble T est 
défini on le notera plutôt T(W,D). Soit T_ x l'ensemble des tores T £ T qui vérifient T C iï^ 
et W C c'est équivalent à dire que T = T'T" où T' est un tore maximal anisotrope de 
H x et T" G T(W" , D). On notera 7^ un ensemble de représentants des classes de conjugaison 
par H X (F) dans T x . Pour T G T^, on définit les fonctions C0 jXjW et c/ jXjW sur t^(F) de la façon 
suivante 

, . f ce(xea;p(X)) si X G w 
- | Q ' s . non 

et 

f Cf(xexp(X)) si X G 
= \ sinon. 

On note A" la fonction définie sur t) X!SS (F) par 

A"(X) = \N(det(X lw „ /w „ ix) ))\ F 
où W"(X) est le noyau de X dans W". On pose alors 

(1) Jgeom,x,u}(@ \ /) = 

J2 \W(H X ,T)\-^(T) lim / ^^Ijc;,^!)])^!!) 1 / 2 ^^) 1 /^"^)- 1 /^! 
Lemme 6.2.1 On a l'égalité 

JgeomiPif ) = C (x)J g eorn ^ XtU! (Q , /) 

Preuve : Il suffit encore une fois de reprendre la preuve du lemme 8.3 de [Wl]. On a les 
propriétés suivantes 

1) Pour T G T et t G T k (F), si c/(t) / Oona 

t G |J |J wi(xexp(ti(F) nw))^ 1 
TigTo; wiety(Ti,T) 

En effet on a alors t G Supp(9f) C fi. Par conséquent il existe X G oj et y G G (F) tel 
que yty" 1 = xexp(X). Encore une fois quitte à multiplier y par un élément de G" (F) on peut 
supposer que y G H (F). Alors yTy" 1 G T et on a VF' C Ker(xexp(X) — l) 1 - = Ker(yty~ l — 
l) 1 - = W yTy _ 1 et yTy^ 1 C Z H {xexp(X)f C donc yTy' 1 G T x . Quitte à multiplier y par 
un élément de H X {F) on a donc yTy~ l G 7^. 

2) Soient Ti,T 2 G T x , T G T et îoj G W(7i,T), w 2 G W(T 2 ,T), alors les ensembles 
io i (xexp(ti (F) flcj))^ 1 et u; 2 (xexp(t 2 (.F) H w))m 2 _1 sont disjoints ou confondus et si ils sont 
confondus on a T\ = T 2 . 

3) Soient T G T, T x G % et w\ G W(Ti,T) alors le nombre d'éléments w 2 G W(T X ,T) tels 
que u;i (xexp(ti(F) n w))w^ = w 2 (xexp(ti(F) n uj))w^ 1 est VF^, Ti). 
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4) Soit Ti € % alors il existe un unique T € T tel que W(ïi, T) / 0. On a alors \W(T 1 ,T)\ = 
\W(H,T)\ et v{T) = v{T 1 ). 

Les points 2), 3) et 4) se démontrent exactement de la même manière que les points corres- 
pondants dans la démonstration du lemme 6.1.1. On déduit des trois points précédents que pour 
tout s € C vérifiant Re(s) > 0, on a 

V \W{H,T)\- l u{T) f c f {t)c e {t)D H {t) 1 / 2 D G (t) 1 ^A{ty- 1 / 2 dt 
Ter 

= E E E iwiH^nwiH^rMTi) 

TieT x TeT u>iew(Ti,T) 
Ai(F)nw 

D G (^ixexp(X)wf 1 ) 1/2 A(^ixea;p(X)îi;f 1 ) s - 1/2 dX 

Les fonctions c/, ce, L> H et A sont invariantes par conjugaison par H (F). On peut donc 
écrire 



V |W(^,T)|-V(r) / ce(t)cf(t)D H {t) 1 ^D a {t)^ 2 A{ty-^ 2 dt 
Ter Jt ( F ) 



Ter 

= IWiH^r 1 ^) [ c f (xexp(X))c e (xex P (X)) 
Tl eT x Jh(F)nuj 

D H (xex P (X)) 1 / 2 D G (xexp(X)) 1 / 2 A(xexp(X)) s - 1 / 2 dX 

On a D H (xexp{X)) = D H (x)D H *(X), D G (xexp{X)) = D G {x)D G -(X) et A{xexp(X)) - 
A(x)A"(X), par conséquent 

V \W{H,T)\- l u{T) f c e (t)c f (t)D H (t) 1 / 2 D G (t) 1 / 2 A(t) s - 1 / 2 dt 
TeT J W) 

= C(x) mH^Tjr^TjAixy 

TieTx 

c f ^{X)c e ^{X)D^{X) l l 2 D G ^X) 1 l 2 A''{Xy- 1 l 2 dX 

ti(F)nw 

Lorsque s tend vers 0, on obtient le résultat voulu. ■ 

7 Utilisation de la transformée de Fourier 

Posons U" = U H G". Soient <p G C%°(q"(F)) et 0" un quasi-caractère de t)"(F). On pose 
J K »(0",<p) = f K"(g)J(6",ip,g)dg 

JU"(F)H"{F)\G"{F) 

OÙ 

J(0",<p,g)= ! 6"(X) f °<p(X + N)Ç(N)dNdX 

Jt)"(F) Ju"(F) 
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On suppose de plus qu'il existe un élément S G i)" eg (F) de noyau nul dans W" tel que l'on ait 

0"(X) = J H "(S,X) pour tout X G t)"(F) n Supp((f) G " . 

On va exprimer J K n(9",(p) en fonction de la transformée de Fourier de ip. 

Fixons un élément r/ G E non nul de trace nulle. Posons vq = h(vo,Vo). Soit E l'unique 
élément de u"(F) tel que pour tout N G u"(F) on ait £(N) = ip(< E,N >). On a alors 
E{W") = 0, 

= ÇiVi pour i G {0, . . . ,r-l}, Hu = -z/ Ço«-i et Hu„j = -^v-i-i pour i G {1, . . . ,r-l}. 
Soit S l'orthogonal de u"(F) © fr"(F) dans g" (F). On a 

S = a(F) 0u" (F) A 
où A = Fc(vo, rjv ) © {c(v , w)\w G W"}. 

Lemme 7.0.2 Pour tout ip G C™{g"{F)) et tout Y G i)"(F), on a l'égalité : 

tf(Y) = j £(Z + Y + X)dX. 

Preuve : C'est exactement la même que celle du lemme 9.2 de [Wl] ■ 

7.1 Etude des classes de conjugaison dans S + S + S 

On définit A = Ao © A u » où A u » est le sous-F-espace vectoriel de u"(F) engendré par les 
c(vi, Vi + \) pour i G {0, . . . , r — 1} et les c(vi,r]Vi) pour i G {1, . . . , r}. On a alors le : 

Lemme 7.1.1 H + S + S est stable par conjugaison par U" et la conjugaison par U" définit un 
isomorphisme de variétés algébriques : 

U" x (H + S + A) -> E + S + S 

Preuve : Soient X G S, n G £/", U G u" et iî G t)". Puisque A 7 " est orthogonal à u" © ï)", S 
est orthogonal à u" et E est orthogonal à t}" , on a les égalités 

<u(E + S + X)vT x , U + H > =< E + S + X,u~ l {U + i3> > 

=< E, u~ l Uu > + < E, u^Hu - H > + < S, H > 

r-l 

Pour tout G u", on a < E, N >= ^^Çjh(Nvj,V-j-i). On en déduit facilement que 

3=0 

< E, u~ 1 Uu >=< E, U > et < E, u~ 1 Hu — H >= 0. On a montré que 

< u(H + S + X)u- Y -E- S,U + H >=0 

pour tout H G f)" et tout U G u" . Par conséquent, u(E + S + AT)ii -1 — H — S est un élément de 
l'orthogonal de u" © f)" c'est-à-dire de S. C'est la première partie du lemme. 

On définit les sous-groupes suivants de U" 
-U 1 = U" 

- U 2 = G Ui;u\ z+ = là) 

- JJ 3 = {n G C/ 2 ; n(-uo) = M 

- U4 = {u G ^3; = Ici} 

- U 5 = {1} 



36 



On notera Uj l'algèbre de Lie de Ui pour i = 1, . . . , 5. On définit aussi les sous-espaces suivants 
de £ 

- Si = S 

- £ 2 = A ©u 2 © {c(v-!,v);v G Z+} 

- s 3 = a e u 2 

- £ 4 = A u 4 {c(w , v); v G Z + } 

- £5 = A 

(1) £1, £2 et £3 sont stables par conjugaison par U\. L'ensemble £4 est stable par conjugaison 

par U2 et £5 est stable par conjugaison par U4 

Pour £1 c'est direct. Pour £3, soit P 2 le sous-groupe parabolique de G" des éléments qui 
stabilisent Z+. Alors U2 est l'algèbre de Lie du radical unipotent de P 2 . Puisque P" C P2, U2 est 
stable par conjugaison par P" donc a fortiori par U\. De plus pour u G U\ et A"a G Ao on a 
■uXaqU -1 — Aa G Ui et (uXAoti" 1 — A"a )|z + = 0. On en déduit que îiIao^" 1 G £3 puis que £3 
est stable par conjugaison par U\. Pour £2, soit Pjj le sous- groupe parabolique de G des éléments 
qui stabilisent Ev r © ... © EV2 et Ujj l'algèbre de Lie du radical unipotent de P». On remarque 
que u 2 © {c(v-i, v); v G Z + } = © Ec(v-i,vi) C pjj. Puisque P" C Pjj, la conjugaison par U\ 
envoie Ec(v-i,v±) dans Ec(v-i,v±) ©Ujj et laisse stable uj. On a déjà vu que la conjugaison par 
U± envoie Ao dans £3. D'où le résultat pour £ 2 . 

Pour £4 et £5, on remarque que J7 4 est le centre de U2 et on utilise la formule 
gc{v,v')g~ l = c(gv,gv') pour tous g G G", v,v' G V" 

On a les caractérisations suivantes de Ej+i dans Sj pour i = 1, . . . , 3 

- £ 2 est l'ensemble des X G £1 tels que Xvi = pour i = 2, . . . , r 

- £3 est l'ensemble des X G £2 tels que Xv\ = 

- £4 est l'ensemble des X G £3 tels que Xw = pour tout w G W" 

(2) Pour i = 1, ... ,4 on a + 5')m^ 1 — (H + S 1 ) G £« pour tout Uj G £/j 

En effet, pour i = 1 c'est la première partie du lemme. Pour i = 2, 3, 4, il suffit d'utiliser les 
caractérisations précédentes de £j dans £j_i. 

D'après (1) et (2) S+5+£j est stable par conjugaison par Ui pour i = 1, . . . , 5. Pour i = 1, . . . , 4, 
on peut considérer le quotient C/j X[/ i+1 (H + S 1 + £j+i) de Ui x (H + S 1 + £j+i) pour la relation 
d'équivalence définie par (njf, X) ~ (n^vATî; -1 ) pour tous Uj G C/j, f G Cj+i, AT G S + 5 + £j+i- 
Le lemme découlera alors directement de 

(3) Pour i = 1, . . . , 4, la conjugaison de f/j sur H + S + £j+i se descend en un isomorphisme 

entre t/j Xu i+1 (H + S" + £j + i) et H + S + £j 

Pour i = 4, C/ 4 centralise £5 et on a un isomorphisme 

U4 —7- [4 

Il suffit donc de montrer que l'application 

u 4 x £5 -> £4 

(y, a) (/ + y) (h + 5)(/ - y) - (h + 5) + a = - ey + a 
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est un isomorphisme. Il s'agit d'une application linéaire entre deux espaces vectoriels dont on 
vérifie facilement qu'ils ont même dimension. Il suffit donc de vérifier que c'est une application 
injective. Soit Y € 114 tel que YE — EY € £5 et montrons par récurrence descendante que 
Yv^i = pour i = 1, . . . , r, ce qui établira l'injectivité de l'application. 

Puisque YE — EY <G £5 on a — EYv_ r = (YE — EY)v- r G Fr\v r + Fv r ^\. Or on a 

h(EYv _ r , V- r ) = —h(Yv- r ,Ev- r ) = 

et 

h(EYv- r , v- r +i) = —h(Yv- ri Ev^ r+ i) = Ç r _i/i(Yt;_ r , t>_ r ) € Fr\ 
D'où EYv- r = et puisque Y(ZJ) C et que E est injective sur Z+ on a Yv_ r = 0. 

Soit 1 ^ i ^ r — 1. Supposons que Y-u_j = pour j = i + 1, . . . ,r. 
On a alors (YE — SY)v_j = £jYi;_j_i — SYi;_j = — EYw__j. Comme d'autre part on a aussi 
YE — EY G £5, EYu_j appartient à Fv-i + \ + Fv-i-i + Fr]V-i. Pour avoir Yv-i = 0, il suffit 
donc de vérifier que h(EYv-i, V-i) = h(EYv-i,V-i-i) = h(EYv-i, V-i+i) = 0. On a 

/i(Hy«_i,v_i) = h(v-i,YEv-i) = -£ih(v-i,Yv-i-i) = 
^(EYu-^v-i-i) = /i(i;_i,ySî)_i_i) = 

car E-u_i_i € Ev-i-2 et 

/i(Syu_i,î)_ !+ i) = -/i(Yi;_j,Ei;_j + i) G F?? 

puisque Ei;_j + i € Fv-i. 

On en déduit /i(EYv_j, v-i) = h(EYv-i,v-i-±) = h(EYv-i,v-i + i) = 0. 
Pour i = 3, U3 normalise £4 d'après (1) et on a un isomorphisme 

Hom E (W",Z + ) xU 4 ^U 3 

(Y,u 4 ) ^exp(Y- Y*)u 4 

Où pour Z un endomorphisme linéaire de V" on a noté Z* € Endp(V") l'application duale (on a 
identifié V" à son propre dual via h) . Il suffit donc de montrer que le morphisme suivant est un 
isomorphisme 

Hom E (W", Z+) -> £ 3 /£ 4 

Y i-> exp(Y - Y*)(S + S)exp(Y* - Y) — (E + S 1 ) 

Soit S l'endomorphisme de Z + qui vaut E sur i>2, ■ ■ ■ , v r et qui envoie v\ sur 0. £3^4 est aussi 
isomorphe à Hom E (W" , Z + ) par X 1— >■ olm» où est la projection sur Z + parallèlement 
à Z_ © D © W". Via cet isomorphisme, l'application précédente devient 

Hom E (W", Z+) -> Hom E (W", Z+) 

Y ^EY -YS 

Les endomorphismes linéaires de Hom E (W" , 2 + ). 7 i-> Y S 1 et Y h-» EY commutent, le premier 
est semi-simple inversible et le second est nilpotent. On en déduit que l'application précédente 
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est un isomorphisme. 



Pour i = 2, U2 normalise £3 et on a un isomorphisme 

Hom E (D,Z + ) xU 3 ^U 2 

(Y,u 3 )^exp(Y-Y*)u 3 

Comme pour i = 3, il suffit donc de montrer que HoniE(D, Z + ) —> S2/S3, Y 1— » exp(Y — 
y*) (H + S)exp(Y* — Y) est un isomorphisme. L'application A2/A3 — > Z + , X 1— » X^i est un 
isomorphisme. Via cet isomorphisme l'application précédente devient 

Hom E (D,Z + ) -> Z+ 

qui est clairement un isomorphisme. 

Pour i = l, soit M2 la composante de Lévi de P2 des éléments qui stabilisent Z + et Z_ et 
posons Ub = UiC\ M2. Ce groupe s'identifie au radical unipotent du sous-groupe de Borel B de 
GLe{Z + ) qui conserve le drapeau 

Ev r C ... C Ev r © . . . © Evi 

L'application produit de Ub X U2 sur C/i est un isomorphisme. Il suffit donc de montrer que 

U B x + 5 + + S + £i 

(u, À") 1-» uXu^ 1 

est un isomorphisme. Soit H G EndE(Z+) l'élément qui envoie Vi sur Svj pour i = 2, . . . ,r et v\ 
sur 0. Notons r l'espace vectoriel engendré par les c(v-±, v) pour v G Z + . On a alors £2 = t© £3 
et Si = b © £3. Puisque £3 est invariant par conjugaison par Ub et S commute à 17b, on est 
ramené à prouver que l'application suivante est un isomorphisme 

U B x (S + r) -> H + b 

(u, X) h-» ulîi -1 

Tout se passe maintenant dans GLe(Z + ) et l'assertion est bien connue ■ 

Donnons nous un élément X G A, on peut l'écrire sous la forme 

(1) X = c(v ,w) + ^2 \c(vi,v i+ i)+ ^2 Mctyurrvi) 

i=0,...,i — 1 i=0,...,r 

où w est un vecteur de W" et les Àj, fa sont des éléments de F. Soit D l'endomorphisme -E 1 - 
linéaire de E[T] qui envoie T l+1 sur T* et 1 sur 0. Notons Rs{T) le polynôme caractéristique de 
S agissant sur W". On a alors : 

Lemme 7.1.2 Le polynôme caractéristique de H + S + X agissant sur V" est : 

d w //—l 

P s+ s+x(T)=T 2r ^h(S i w,w)D i+1 (R s (T)) + 



Rs(T) 



i=0 

r-1 I i-1 



T 2, + l + £ ( _ ir+ l 2iyoT 2,-l_2 ÎAA JJ f 2 + ^ ( _ 1)î+ l T 2r-2 îw 
i=0 \j=0 / i=0 
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Preuve : Fastidieuse mais directe, elle est laissée au lecteur ■ 

Lemme 7.1.3 Les polynômes T 2r D i (Rs{T)), i = l,...,d w „, R S {T)T^ , j = 0,...,2r + 1 
forment un base de l'espace des polynômes sur E de degré ^ 2r + dy/" + 1 

Preuve : Notons r(P) le reste de la division euclidienne de P par T 2r . Il suffit de montrer 
que les familles 

(T 2r+1 Rs(T),T 2r Rs(T),T 2r D(Rs(T)), T 2r D dw " (Rs(T))) 

et 

(r(R s (T)),...,r(T 2r - 1 R s (T))) 

sont des familles libres. Dans la première famille les degrés sont strictement décroissant et 
dans la deuxième l'indice du premier coefficient non nul est strictement croissant. D'où le résultat 
■ 

Soit A s l'ensemble des éléments X tels que E + S + X G g" eg (F), Aj ^ 0, \i\ ^ et la famille 
(w, Sw, . . . , S dw "~ 1 w) engendre W". On déduit des deux lemmes précédents que l'application 
A s — » {P G E[T]\(— l) d P{—T) = P(T)} qui à X associe le polynôme caractéristique de 
E + S + X est partout submersive. On notera E + S + Y, s l'ensemble des éléments de E + S + S 
qui sont conjugués par U" à un élément de E + S + A s . On a alors : 

Lemme 7.1.4 Le groupe HgU" agit librement par conjugaison surE + S+Y> s et deux éléments 
de ce dernier sont conjugués par un élément de G" si et seulement si ils le sont par un élément 
de H" S U". 

Preuve : La conjugaison par H g laisse stable E, S et A s donc d'après le lemme 7.1.1 il 
suffit de montrer que l'action de Hg sur A s est libre pour obtenir la première assertion du 

lemme. Pour X = c(vq,w) + Ajc(uj, Uj+i) + /j,ic(vi,rjVi) G A s et h G Hg on a 

i=0,...,r— 1 i=0,...,r 

hXh^ 1 = c(vo,h(w)) + \ c { v ii v i+i) + t JL i c ( v ii r ï v i)- P ar conséquent hXh^ 1 = X 

i=0,...,r— 1 i=0,...,r 
si et seulement si hw = w mais les conditions h G Hg et (w, Sw, . . . , S dw "~ l w) engendre W" 
montre que cette condition est équivalente à h = 1. 

Soient X, X' G E + S + T, s deux éléments conjugués par G" et montrons qu'ils le sont par 
HgU". D'après le lemme 7.1.1, on peut supposer que X et X' sont dans E + S + A s et montrer 
qu'ils sont conjugués par un élément de Hg. On peut alors écrire 

X = E + S + c(v ,w) + ^2 \c(vi,v i+ i) + ^ Mc(vi,r]Vi) 

i=0,...,7 — 1 i=0,...,r 

et 

A"' = H + 5 + c(u ,u/) + ^ A-c(ui,^+i)+ ^ /i-c(ui,r/Vi) 

i=0,...,r— 1 i=0,...,r 

Puisque X et X' sont conjugués sous G" ils ont même polynôme caractéristique. D'après 
le lemme 7.1.2, on a donc Aj = A^ et /ij = ^ pour tout i et hfê^WjW) = h(S J w',w') pour 
^ j ^ djy» — 1. On a alors 

h{S> w^w) = (-îyhiS'-'w^) = (-l^/i^'-VV) = hiS'w'^v/) 
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pour ^ i ^ j ^ d\v — 1. Par conséquent il existe un unique élément h G H" qui envoie la base 
(w, Sw, . . . , S dw "^ 1 w) sur la base (w', Sw' , . . . , S dw "~ 1 w') et on vérifie facilement que h G iî^ 
et hXh- 1 = X' ■ 



7.2 Un calcul de Jacobien 

Pour T € T(G"), on notera t^F) 5 le sous-ensemble de t(F) des éléments conjugués par 
G" (F) à un élément de E + S + Y, s c'est un sous-ensemble ouvert. On a alors une application 
analytique bijective 

Z + S + Z S /H'£{F)U"{F) -> y t(F) 5 /^(G"',T) 

TeT(G") 

Puisque l'application qui à un élément de H + S 1 + H s associe son polynôme caractéristique est 
partout submersive, l'application précédente est elle aussi partout submersive. On en déduit une 
mesure sur l'espace d'arrivée en transférant celle fixée sur l'espace de départ, si on note d^Y 
cette nouvelle mesure, on a alors : 

Lemme 7.2.1 d^Y = D H "(S)-*D G " (Y)*dY 

Preuve : Plaçons nous sur F. Soit T € T(G") et notons t s l'ensemble des éléments de t qui 
sont conjugués à un éléments de H + S + S 5 . C'est un ouvert algébrique de t . On considère 
aussi S 5 comme un ouvert algébrique dans S. Soit W(G",T) le groupe de Weyl de T sur F 
alors l'application 

(1) E + S + Z S /H'£U" -> t s /W(G",T) 

est bien définie et est un isomorphisme de variétés algébriques. De plus, l'application sur les 
F-points 

(2) t(F) s /W(G",T) -> t s /W(G",T)(F) 

est un isomorphisme local de variétés analytiques. La forme bilinéaire non dégénérée < ., . > 
sur g permet d'obtenir sur chaque sous-espace non dégénéré de q" une forme différentielle de 
degré maximale invariante bien définie au signe près. Sur les autres sous-espaces de g", on choi- 
sit une forme différentielle de degré maximale invariante quelconque. Cela permet de fixer une 
telle forme différentielle sur u" mais ce choix n'importe pas. On relève les formes différentielles 
invariantes sur les algèbres de Lie aux groupes. Alors l'application (2) préserve localement les 
mesures. On peut donc se contenter de calculer le jacobien algébrique de (1). Comme on vient 
de l'expliquer, ce jacobien n'est bien défini qu'au signe près, mais cela ne change pas sa valeur 
absolue. 

Soit X G g" un élément régulier semisimple. Fixons une sous-algèbre de Borel bx qui contient 
X et notons Ux son radical nilpotent. Alors det(ad(X)\ Ux ) ne dépend du choix de bx qu'au signe 
près. Comme les calculs qui suivent sont tous au signe près, on prend la liberté de noter dP" (X) 
ce déterminant sans référence au choix d'une sous-algèbre de Borel. On définit de même d G o et 
d H ". Remarquons que l'on a \d G " {X)\ F = D G "{X) 1 / 2 . 
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Supposons d'abord r = 0. On a alors U" = {1} et H = 0. Sur F, Gq s'identifie au groupe 
linéaire de Vq ®e F. Posons d = dw et soit w± , . . . , w d une base de W" ®e F constituée de 
vecteurs propres pour S. Dans la base vq, Wi, . . . , Wd, S est l'ensemble des matrices de la forme 



/Ao 
Mi 



Ai 




a<A 





\tx d ... 0/ 

Un simple calcul montre qu'avec ces notations la forme différentielle autoduale sur S est au 
signe près 

d\o A d\i ... A dXd A dfXi ... A d/i^ 

S 5 est l'ensemble des éléments de S pour lesquels les Àj et fij sont tous non nuls et Hg est le 
tore des éléments qui fixent les droites Fwi pour i = 1, . . . , d. Pour h G H g on note hi la valeur 

propre de h agissant sur iOj . La mesure autoduale sur iî^g est alors au signe près 



L'action par conjugaison de Hg sur S est donnée par la formule 



/M 



hd 



h 



/A Ai 
Mi 

W 





-p;X,<Z 



,-1 



/ A 







S 6 /Hg s'identifie donc à F x F ' par l'application 



(A , . . . , A d ) h-> 



/A Ai 
1 

Vl 



Ad\ 


0/ 



La forme différentielle autoduale sur Y, s /H'^ étant alors dAo A ... A dXd (toujours au signe 
près). Pour i = 1, . . . , d soit cti la valeur propre de S agissant sur Wi. Le polynôme caractéristique 
de 



S + 



/A 
1 



Ai 




Vi o 



Ad\ 


«y 



est d'après le lemme 7.1.2 

(T - X )R S (T) + ^(-1) Î+1 KA! + . . . + a^D^iRsiT)) 



d-l 



i=0 



On munit l'espace des polynômes unitaires de degré d + 1 de la forme différentielle (5 = 
dcQ A cfci A ... A dcd-i où q est le coefficient de degré i du polynôme. Alors le jacobien de 
l'application qui à un élément de S + S 5 /H g associe son polynôme caractéristique est au signe 
près le déterminant de la matrice suivante 
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/ 1 ... 1 \ 

ai ... a d 

C'est d H " (S) . Soient ei,...,e^ +1 une base commune de diagonalisation des éléments de 
t. Pour Y G t on note Y{ la valeur propre de A agissant sur e^. Alors la forme différentielle 
autoduale sur t est au signe près <5t = dY\ A ... A dY^+i- On calcule aisément le jacobien de 
l'application qui à Y G t associe son polynôme caractéristique (c'est essentiellement le même 
calcul de déterminant que précédemment). Ce jacobien vaut d G (Y). Le jacobien de l'application 
S + £ 5 /#s -)■ t/W(G",T) est donc d°" {Y)d H " (S)' 1 . 

Traitons maintenant le cas général. L'application 

U" x (5 + (A o 0o)) ^ H+S+E 
(u,A) i-> u(E + X)u~ l 

est un isomorphisme local sur l'ouvert dense des (u,X) où X est régulier dans G". On peut 
facilement calculer son jacobien. L'application étant équivariante pour l'action de U" évidente sur 
chacun des deux espaces et les formes différentielles étant invariantes par action de U", on peut 
se contenter de calculer le jacobien de l'application en (1,X). La différentielle de l'application 
en (1, X) est 

u" © A © a ->• S 

(N, X Ao +A)^ [N, E] + [N, X) +X Aq +A 

Dans une base de u" bien choisie l'application i-» [N,X] est diagonale et l'application 
qui à N associe la projection sur u" de [N, H] est triangulaire supérieure stricte. Le jacobien est 
donc le déterminant de l'application N h-» [A, A]. Au signe près c'est d (X)d o (A) -1 . Sur un 
ouvert dense l'application 

(3) a x (S + Aq/H%) -> (H + S + S) 

est donc un isomorphisme local de jacobien d G " (d G »)^ 1 . On peut toujours supposer quitte 
à conjuguer que t est de la forme a x to où to est un tore maximal de q'q. Puisque pour A G 
S + (Ao ffi a) régulier A + H est conjugué à A, la composée de l'application (3) et de l'application 

(H + S + S) /H%U" -> t/W(G", T) 
est alors le produit de l'application identité sur a et de l'application 

S + A /H'^i /W(GlT ) 

On a déjà calculé le jacobien de cette application : au signe près c'est d H "(S)(d G o)' 1 . On en 
déduit que le jacobien de (1) est au signe près (d G ")~ 1 d G »d H "(S){d G 'iy 1 = d H " (S)(d G " y 1 U 
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7.3 Choix de sections localement analytiques 

Soit T G T(G"). Puisque l'application (H + S + A s ) — >• [J t(F) s /LK(G", T) est partout 

TeT(G") 

submersive, on peut trouver une section localement analytique i(F) s /W(G", T) — > H + S" + A . 
En composant avec la projection naturelle t(F) s ->• t(F) s /W(G", T) on obtient une application 
localement analytique t(-F)' 5 ' — >• H+S'+A 5 , X h-» Xa- Montrons que l'on peut choisir l'application 
X h-> Xa de sorte que pour tout compact ut C t(F) elle envoie ^Tn^F) 5 dans un sous-ensemble 
compact de H + S + A. 

Preuve : Soient \i, fa et w G M^" les coordonnées de Xa comme introduites en 7.1(1). 
Puisque les Àj et les fa sont des fonctions linéaires en les coefficients du polynôme caractéristique 
ces coordonnées seront bornées pour X G ojt- H suffit donc de montrer qu'on peut choisir 
l'application X i-> Xa de sorte que la coordonnée w reste bornée pour X G ljt- Soit W" s 
l'ensemble des éléments w G W" tels que (w, Sw, . . . , S d w"~ 1 w) engendre VF". D'après les 
lemmes 7.1.2 et 7.1.4 il suffit de montrer que l'application 

W" s — >. 

w i-> (h(w,w), . . . ,h(w,S d ^"~ 1 w)) 

admet une section localement analytique sur son image qui est bornée sur tout sous-ensemble 
compact de E d w" . D'après [W4]1.3, on peut décomposer W" en somme directe de sous-espaces 
non dégénérés stables par S qui sont isomorphes à des espaces hermitiens de la forme Fj = 
Ff ® F E où Ff est une extension finie de F, la forme hermitienne étant donnée par (x, y) >-» 
Tr Fi j E (ciyTE{x)) où te est l'automorphisme de Fj définit par te(x <8> y) = x ®y, Ci G F? et tel 
que l'action de S sur chacun de ces sous-espaces soit la multiplication par un élément <Zj G Fj 
vérifiant te{o,i) = — Oi et F[aj] = Fj. On se ramène alors facilement au cas où le couple (W" , S) 
est de cette sorte pour une certaine extension iJ de F et des éléments a,c G L = L" ®f F. 
L'application H^" 5 — > F d w" est alors x i-> (Tr(ca fc XT£;(x)))fc = o,...,d w/ „-i. C'est l'application qui 
donne les coordonnées de XT£(x) dans la base duale de (c, ca, . . . , ca^"" 1 ). On est donc ramené 
à prouver que l'application N L ijj : L x — >• (L") x admet une section analytique sur son image 
qui est bornée sur tout compact. Si l'extension L/L$ est une extension de corps c'est vrai pour 
toute section continue. Si L = x L" il suffit de prendre la section x t— > (x, 1). ■ 

Pour tout T G T{G") on peut trouver une application localement analytique ï{F) s — » G" (F), 
X ^ 7l telle que pour X G t(F), X A = jxXjx 1 G H + 5 + A s . On suppose que les fonctions 
analytiques X i-> Xa et X i-> 7^ vérifient les deux conditions suivantes 

1. Pour tout sous-ensemble compact lot C t(F), la fonction X i-> Xa pour X G t(F) 5 PI wt 
prend ses valeurs dans un sous-ensemble compact de E + S + A. 

2. Pour tout sous-ensemble compact wy C t(F), il existe une constante c > telle que pour 
tout X G t{F) s nuj T on ait o-( 7x ) «S c(l + |Zo#L> G "(X)[). 

Le premier point est loisible d'après ce que l'on vient de voir et le deuxième découle du 
premier d'après le lemme 4.2 de [A3] que voici 

Lemme 7.3.1 (4.2 de [A3]) Soit T C G" (F) et ojt C t(F) des sous-ensembles compacts. Il 
existe c > de sorte que pour tout X G ng' r ' e9 (F) ei pour foui g G G" (F) tels que gXg^ 1 G T 
on ait 

inf{a(gt); t G T(F)} ^ c(l + \log D G " \x)\) 
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On a alors le lemme suivant qui nous servira par la suite : 

Lemme 7.3.2 - Pour tout X G t s (F) la famille (v r , X^v r , . . . , X^ ~ 1 v r ) est une base de 
V" . On note Rx A ,v r I e OE-réseau engendré par cette base. 
- Soit R" un OE'féseau de V" . Il existe une fonction polynomiale non nulle Qs sur i(F) et 
pour tout sous-ensemble compact ut C t(F) une constante a G F x telles que 

VX G t(F) s n u T , aQ s (X)R" c R x>r 

Preuve : Soit X G t(F) s . On peut écrire X\ sous la forme 

X A = C(V ,W)+ ^ XiC(Vi,V i+1 ) + ^ lliC(Vi,T]Vi) 
i=0,...,r— 1 i=0,...,r 

D'après le lemme 7.1.2 les fonctions X i— >■ À j , X i— >■ fi j et X *— > h(S l w, S J w) sont polynomiales. 
Soit Rx A ,v r le sous-O^-module de V" engendré par v r , X\v r , . . . , X^ ~ 1 v r et soit Qs la fonction 
polynomiale sur ï{F) définie par 

X ^ det ((/i(S' î ^,S'^))o<i< ( i H/ „-i,o^xd M/ „-i) 

(Remarquons que cette fonction à priori seulement définie sur t(F) s est en fait définie sur 
t(F) d'après le lemme 7.1.2 et qu'elle est polynomiale toujours d'après le même lemme). Soit 
lot C i(F) un sous-ensemble compact. On va montrer le fait suivant dont découlent les deux 
points du lemme : 



(1) Soit Rw" = Oe&\ ® ■ ■ ■ OeZ(ï w ,i un O^-réseau de W" . Il existe une constante a G F x telle 

que 

VX G t(F) s n ut, Vi = 0, . . . , r, aQ s (X)v ±i G Rx A ,v r et aQ s {X)R w „ c Rx A , Vr 



Ramarquons, d'après l'hypothèse faite sur la fonction X X\, que la fonction X G t(F) s n 
ut ^ w prend ses valeurs dans un sous-ensemble compact de W^" .On montre d'abord 

(2) Il existe (3 G F x telle que pour tout X G t(F) s n u T avec 
X\ = c(vq, w) + ^2 \c(vi,v i+ i) + ^2 ^ic{vi,r]Vi), on ait 

i=0,...,r— 1 i=0,...,r 

/3-Ui G i?x Alt , r pour i = Q,...,r 

PiS^w + (-lj'IlS^-i) e ^x A ,, r pour i = 1,... ,r 
/JS 1 ^ G Rx A ,v r POur i = 0, . . . , - 1 

r-l 

On a déjà en effet v r , £ r -\v r - 1 = X\v r , • • • , ]^[ Ci^o = X A v r G Rx A ,v r donc il existe une 

i=0 

constante /3i G F x telle que pour tout X G t(F) 5, n ut on ait 

/3iVi G Rx A ,v r P our î = 0, . . . , r 

Puisque Xa varie dans un sous-ensemble compact de S + S + A, on peut certainement trouver 
7 G F x tel que jPx A soit un polynôme à coefficients entiers pour tout X G t(F) s Dut- Le réseau 
Rx A ,v r est alors stable par u i-> ^X^v. 

On montre maintenant par récurrence que pour tout i = 1, . . . , r, il existe une constante 

i-i 

ai G F x telle que pour tout X G t(F) s C\u T , a^S^w + (-1)* JJ G %,« r . En effet 

i=0 

pour i = 1, on a 
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jX a (I3v ) = 7/3f O + A fi + 2fi ï]v - £o^-i) G Rx A ,v r 

et no, Ào restent dans des compacts d'où le résultat pour i = 1. Si on a le résultat pour i ^ r — 1 
alors on a 

î-i 

a^A^- 1 ™ + (-i)* n ^-«-i) = 

3=0 

i-1 

aa { S l w + (-1)* + 2wm + AjUj+i) - h(w, 5 î ~ 1 «;)uo ) G % A , t 

j=0 

Comme //j, Àj et /i(u>, S l ~ 1 w) restent dans un certain compact on en déduit le résultat pour 

On montre de la même façon que pour i = r, . . . ,r + dw — 1, il existe une constante ctj telle 
que aiS l w G Rx K ,v r pour tout X G t(-F)' 5 ' H wy. De plus, il existe une constante «s € F x (ne 
dépendant que de S) telle que 



a s (0£U> + O e Sw + ... + E S d ^"- 1 w) C Q E S r w + £< S r+1 w + . . . + OeS 1 "^"- 1 



w 



pour tout w G W" (car S 1 agit sans noyau sur W"). Cela prouve (2). Pour prouver (1) il suffit 
donc de montrer l'existence d'une constante a G F x telle que pour tout X G t(F) s fl wt on 
ait aQ(X)i?vK" C 0£U> + OeSw + ... + OES dw "~ l w. Les coordonnées de ej dans la base 
w, Sw, . . . , S dw "~ 1 w sont données par le vecteur colonne 



M(X) 



-i 



/ h(w,ei) \ 
h(Sw, ei) 

\h{S d w"- 1 w ,e i )) 



où M(X) = (h(S l w, S J w))o^i^d w „-i,o^j^d w „-i- On en déduit le résultat puisque pour X G 
t(F) s r\u)T, les coefficients de la matrice det(M(X))M(X)~ 1 et les h(S k w, ej) pour A; = 0, . . . , dw"- 
1 sont bornés. ■ 



7.4 Calcul de J K »(8",<p) 

Les résultats de la section précédente nous permettent maintenant d'évaluer J K u(6",ip) en 
fonction de la transformée de Fourier de 92. On a d'après l'hypothèse faite sur 9" et le lemme 
7.0.2 : 



J(9",<p,g) = Z^"(S) 1/2 / ^(h^Shïdh 

Jh-(f)\h"(f) 

= D H "(S) 1/2 f [ 9 (p(E + h~ 1 Sh + X)dXdh 

Jh"(F)\H"(F) Jt, 



.'(F)\H»(F) 

La conjugaison par H" (F) laisse stable H et S et ne change pas la mesure sur ce dernier 
donc : 
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J(0", <p, g) = D H " (S) 1 / 2 [ [ h9 fi(Z + S + X)dXdh 

J H%(F)\H"{F) JE 

On en déduit que : 



J K „(d", <p) = D H "{Sf/ 2 j n"{g) j 9 îp(E + S + X)dXdg 

Jh"(F)U"(F)\G"(F) je 



I'>(F)U"(F)\G"(F) 
Le lemme 7.2.1, nous permet alors d'écrire : 

J K »(0",<p) 

= V \W(G" ,T)\ _1 [ K "(g) [ [ lYy9 (p(Y)D G " {Y) l ^ 2 dYdy 

TeT(G") Jh>i(F)U"(F)\G"(F) Jh'>(F)U»(F) Jt(F)S 

= Y, Wyi^îll^x / / < P (g- 1 Yg)K>{,(g)dgD G "(Y) 1 / 2 dY 
TeT(G") Jt ^ $ J At(F)\G"(F) 

où on a posé pour T G T{G") et Y € ï{F) s et g € G" (F) 

K^(g) = u{A T ) / K // ( 7 - 1 a 5 )o?a 

8 Calcul de la limite de J x ,uj,n(0, f) 
8.1 Première transformation de J x ,u,N(Q,f) 

On garde les notations du § 6. En reprenant le raisonnement de [Wl] section 10.1, on montre 
qu'il existe un ensemble fini S d'éléments de t)" eg (F) et une famille (js)seS de quasicaractères 
de t)' x (F) indexée par S tels que pour tout S G <S, le noyau de S agissant sur W" soit nul et 

vx = x' + x" e f)Wn^P0 = ^2j s (x')j H "(s,x") 

ses 

Pour 5 € G (F), on note X = X' + X" >-> 9 fl, u {X' + X") la transformée de Fourier partielle 
de 9 f x ,ùj par rapport à la deuxième variable. C'est-à-dire que l'on a 

9 fl u (x' + x") = [ 9 f x ^(x' + r>(< n >)^" 
h"{F) 

Les mêmes manipulations calculatoires que dans la section 10.1 de [Wl] permettent d'obtenir 
l'expression suivante de J x ,w,N 

(1) J x ,u,,n(0J) = Y, E uiAr^WiG^TT 1 

SeST=T'T"eT(G x ) 



x I j 5 (X / ) J D Gi (X / ) J D G "(X // ) 1/2 

/t'(F)xt" s (F) 



9 fl u (X' + X")K Ni x4g)dgdX'dX" 

T'(F)A T „(F)\G(F) 
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où on a posé 



KN,x»(g) = v{A T n) \ K N (j x },ag)da 
JA T „(F) 

Pour S G S et T = T'T" G T{G' X ) x T{G") soit Q s ,t l'ensemble des trois fonctions polyno- 
miales suivantes sur i(F) : 

- La fonction X = X' + X" G t = t' © i" i-> det(ad(X')\ B y V ). 

- La fonction X = X' + X" G t = t' © t" i-> ffet(aeZ(X")| fl » /t „). 

- La fonction polynomiale Q$ sur t" fournie par le lemme 7.3.2. 

On note t(F)[> e] (resp. t(F)[^ e]) l'ouvert des éléments X G t(F) qui vérifient les in- 
égalités \Q(X)\ F > e (resp. \Q(X)\ F ^ e) pour Q G Qs,T- Notons J X)U1 ,N,>N- b i® i f) (resp. 
4uiV<iV-'(^/)) l'expression définie par la même formule que (1) où au lieu d'intégrer sur 
Ï(F) xt"(F) s on intègre sur t'(F) x i"(F) s Dt(F)[> A^ 6 ] (resp. t'(F) x t"(F) 5 Dt(F)[< AT -6 ]). 
On justifie les manipulations ayant permis d'arriver à l'expression ci-dessus par la convergence 
absolue des intégrales qui y apparaissent. Notons | J\ x ,u,n(Q, f) et \J\ X u N ^N- b (^i f) les mêmes 
expressions que précédemment où on a remplacé les fonctions intégrées par leurs valeurs absolues. 
On a alors comme dans [Wl] les majorations suivantes : 

- Il existe k G N et c > tels que pour tout AT ^ 1, |J| X)Wj jv(0, /) ^ cN k . 

- Il existe un entier b G N et une constante c > tels que pour tout N ^ 1, 

La démonstration est identique à celle présentée dans [Wl], une fois la majoration suivante 
établie : 

Lemme 8.1.1 Soit T = T'T" G T(G X ) et ojt" un sous-ensemble compact de i"(F). Soit Qs la 
fonction polynomiale sur i"(F) obtenue à partir du lemme 7.3.2 pour le réseau R" = RCi V" . 
Alors il existe k G INI et c > tels que 

kn,x»(9) < cN k a(g) k (l + \log\Q s {X")\ F \) k {\ + \logD G " (X")\) k 
pour tout g G G (F), pour tout X" G t"(F) s n u>T" & pour tout N ^ 1. 

Preuve : Notons a G F x , la constante fournie par le lemme 7.3.2 pour le sous-ensemble 
compact ujrpa C t"(F). On adopte la notation suivante : si x est un réel quelconque on pose 
tt% = tt^^. H existe une constante C > telle que pour tout g G G (F), on ait : 

n% a{s) R C g(R) C tt £ C,7(9) # 

D'après le paragraphe 7.3, l'application X" G t"(F) s H wy» i— > Xy( G H + S + A a son image 
incluse dans un sous-ensemble compact de H + S + A. Par conséquent, on peut trouver une 
constante C' > telle que pour tout X" G t"(F) 5 n ujt" on ait 

X'^R C tt^'-R 

pour /c = 0, . . . , c?vt/" — 1. 

Par définition KN,X"(g) est le volume de l'ensemble des éléments a G At»{F) vérifiant 
KN^xlag) = 1. On a les implications : 
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K N {-f x lag) = 1 g 1 a 1 j X "{v r ) G n E N R 

=> lx" a ~ lr YX"(v r ) G 7r~ N -/ x },g(R) 

-1-1 / \ ,- -N-Ca(g)-Ccr(-y x „) n 

-1-1 / t-> \ ,- —N—Ca(g)—Ca('Yi C ii)—C' „ , ^ —\ _i , 

=4> 7 X ; ; a 7x"(.^x^',« r J C il E v^/ (Car 7 x „a 7x» commute avec 

aQ 5 (^ // )^ CT{7x " ) a- 1 ( J R // ) C tt/-^-^ 7 *"^^"^) 

Puisque pour a G At»{F) ou a a~ l (R") C W", ou déduit des implications précédentes 
l'existence d'une constante Cq > telle que pour tout X" G t(F) 5 n uj. on ait 

^(7^U<7) = 1 => a-\R") C Q 5 (x")- 1 7r^ A '" Coa(9) " Co,Tfe " ) ~ C() J R ,/ 

On a donc K N}X „(g) < vol(a G A T „{F) : a" 1 ^") C Qs(X'')- 1 7rË N ~ Coa{9) ~ C ° a{ ' rx '' ) ~ Co R' 1 ). 
Il existe une contante une constante Ci > et un entier k G N tels que pour tout j3 G E x on ait 

wo/({a G At" (F) : a -1 (.R") C f3R"}) ^ dmax(l, -val E {P)) k 

En utilisant l'inégalité a(j X ") « (1 + \log{D G " (X"))\) pour tout X" G t(F) 5 n wp") on e n 
déduit l'inégalité voulue. ■ 

On fixe dorénavant un tore T = T'T" G T{G X ) et on note le centralisateur de A?» dans 
G. C'est un Lévi de G. 

Lemme 8.1.2 On a Am^ = Ar" • 

Preuve : L'inclusion At" C Am^ est évidente. Puisque T" H' C Mj|, Am^ est inclus dans le 
centre déployé de T"H' qui est At» car = {1}. ■ 

8.2 Changement de la fonction de troncature 

Pour g G G (F) on pose a T (g) = inf{a(tg);t G T(F)}. 

Lemme 8.2.1 // existe un réel C\ > et un sous- ensemble compact lot G i(F) tels que pour 
tout g G G (F), pour tout entier N ^ 2 et pour tout X G t'(F) x t"(F) s D t(F)[> N^} la non 
nullité de 9 f x ,u{X) ^ entraîne X G lot et o~t{q) ^ C\log{N). 

Preuve : On sait qu'il existe un sous-ensemble compact-ouvert T C G (F) tel que 9 fx,u>(X) = 
si g $l G X (F)F. De plus, il existe un sous-groupe ouvert-compact Kf C G (F) tel que pour tout 
g G G (F) et tout k G Kf, on ait gk f x ,u = 9 f XjUI et donc gk f XjU , = 9 f x ,w Quitte à agrandir T, on 
peut supposer que KfT = T. Soit un ensemble de représentants des classes à droite de T 

modulo Kf, c'est un ensemble fini. Posons $7 = SuppÇ<f XUJ ) et co T = Cl(Çl Gx n t(F)) où Cl 

7 er / 

désigne l'adhérence. Ce sont des sous-ensembles compacts de Q X (F) et ï(F) respectivement. Il 
existe deux réels C, C' > telles que 

- \/g G G X (F), VX G ut n Q x , reg (F), g^Xg G fi => <7 T (s) < C(l + |/o 5j D g -(X)|) (c'est le 
lemme 7.3.1) 

- VX G t'(F) x t"(F) s nu r [> N~ b ], \logD G *(X)\ ^ C'log(N) 
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Pour X, g et A comme dans l'énoncé on a X G d'après ce qui précède et on peut écrire 
9 = 9x1 avec g x G G X {F) et 7 G Vf. On a alors g~ 1 Xg x G il et on conclut avec les majorations 
ci-dessus ■ 

Soit y = (Yp^p^-piM^) une famille d'éléments de Am v (G, M[,)-orthogonale et positive. On 
reprend les notations de [Wl] qui reprennent celles d'Arthur : pour Q = LUq G F(M^), on note 
a< M i i-^y) res P- T Q la fonction caractéristique dans Am^ de la somme de Al et de l'enveloppe 
convexe des {Yp^)p^<zQ resp. la fonction caractéristique de A 1 ^ + Aq. On a alors 

S °% ^ y ) T Q& ~ y q) = 1 P° ur tout C g M 

où pour Q = LUq G J-"(M^), Yq désigne la projection de Yp^ sur Al pour n'importe quel para- 
bolique G V(M[ i ) vérifiant L\ <Z Q (cela ne dépend pas du choix de P^). 

On fixe M m i n un Lévi minimal de G inclus dans M^, un sous-groupe compact spécial K en 
bonne position par rapport à M m j n , et un sous-groupe parabolique minimal P m in £ P(M m i n ). 
Soit Yp min G ^4p . . Pour tout P G V{M m i n ) il existe un unique w G VF tel que wP m i n = P 
on pose alors Yp = wYp mm G Ap. La famille (Yp)p6P(M min ) es t alors (G, M m j ra )-orthogonale 
positive. Elle définit donc une (G, M^-famille orthogonale positive O^^e-p^)- Pour tout 
g G on notera y (g) la (G, M^-famille orthogonale définie par y(g)ç = Yq — H-Q-(g). 

Posons 

v(Y Pmin ,g) = v{A T „) f ag (H M ^a),y(g))da 
Ja t „(f) 

Il existe une constante C2 > telle que pour g G G (F) vérifiant <r{g) ^ G2inf a ç. Amin a(Yp min ) 
la famille {y{g)p i )p ii e'P(M il ) vérifie y(g)p l} G Ap^ pour tout G V(M^) donc est orthogonale 
positive. 

Lemme 8.2.2 II existe deux constantes 63,64 > et un entier naturel An telle que pour tout 
entier N ^ No et pour tout Yp min G -4p min vérifiant 

C 3 log(N) ^ inf aeAmin a(Yp m J (A) 

sup aeAmm a(Yp m J < C 4 N (B) 

on ait l'égalité 

[ °fl w {X' + X")K N:X „{g)dg= f Jl 0J (X' + X")v(Yp min ,g)dg 

JT'(F)A T „ (F)\G(F) JT'(F)A t „ (F)\G(F) 

pour tout X = X' + X" G t'(F) x t"(F) s n t(F)[> N- b }. 

Preuve : D'après le lemme 8.2.1 il n'y a rien à démontrer si X £ lot on supposera donc 
dans la suite que X G lot- On fixe des constantes 6*3,(74 > 0, un entier naturel An, un élément 
Yp . G At> vérifiant les inégalités (A) et (B) et un entier A ^ An et on va montrer que 

mzn "min 

l'égalité de l'énoncé est vérifiée si C3 et An sont assez grands et C4 assez petit. On peut déjà 
supposer C3 ^ Ci. Alors d'après le lemme 8.2.1, pour tout entier A ^ 2, pour tout g G G(F) et 
pour tout X G t'(F) x t"(F) s D t(F)[> A -6 ], si le terme sous l'intégrale est non nul, la (G, A/j,) 
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famille {y{g)p^)p^v(M^) est orthogonale positive. Si tel est le cas, pour tout a G A?» (F) on a 
^2 cr M h ( i ^^( a )'^(f))' r Q(- H 'M h (a) - Y(g) Q ) = 1 et on peut donc écrire 

KN,x"{g)= ^2 KN,x"{Q,g) 

où K N x"(Q,g) = v(A T u) \ a^AHM (a),y(g))T Q (H M (a)-Y(g) Q )K N (j~} / ag)da. Les fonc- 

Ja t „(f) " 

tions kn^x"{Q, •) sont invariantes à gauche par T'{F)At»(F). On a donc une décomposition 
/ 9 fl„{X' + X")K NtX ,,(g)dg = Y. 7 ^' X ) 

■/T'(F)A T „(F)\G(F) Q6 ^ } 

où I(Q,X) = / 9 /| u1 (X)kn x"(Q, g)dg. On va montrer les deux faits suivants 

Jt'(F)A t „(F)\G(F) ' 
dont découlent la proposition : 

1. Si C4 est assez petit et No est assez grand, on a 

I(G,X)= [ 9 ft.{X)v{Y Pmin ,g)dg 

JT'(F)A t „(F)\G(F) 
pour tout X G i'(F) x i"(F) s D uj t [> N-\ 

2. Si C3 et No sont assez grand, on a I(Q,X) = pour tout Q G F(M^) différent de G et 
pour tout X G t'(F) x t"{F) s n w T [> iV" 6 ]. 

Preuve de (1) : D'après le lemme 8.2.1, il suffit d'avoir l'implication 

^M h ( H Mn(a),y(g)) = 1 K N {i x lag) = 1 

pour tout a G ^"(-f 1 ), pour tout g G G(-F) vérifiant a (g) ^ C\log(N) et pour tout X G 
t'(F) x t"{F) s Huj t [> N-' } }. Pour a G A T „(F), (H Mi[ (a),y(g)) = 1 entraîne a (a) « 
(sup ae & min a(Yp min ) + <r{g)). Il existe une constante C > telle que (7(5) < CiV entraîne 
K N(g) = 1 pour tout g G G (F). Comme de plus <j{^fx") « l°g(N) on en déduit le point (1). 

Preuve de (2) : Soit Q = LUq G F(M^) différent de G et Q = LUq le parabolique opposé. 
On a 



l(Q,X)= [ g ftUX)KN,x»(Q,g)dg 

Jt'(F)A t „(F)\G(F) 

= [ [ [ mk fl„(X)K N! x»(Q,ûlk)dûdkdl 

Jt'(F)A^,,(F)\Lo(F) JK JUtt(F) 



>(F)A T „(F)\L Q (F) JkJUq(F) 
Si on a KN,X"{Q,ûlk) = KN,X"{Q,lk) pour û G Uq(F), l G Lq(F) et k G K vérifiant 
ulk fï,ui{X) / alors l'intégrale intérieure sera nulle car / est très cuspidale (c'est le lemme 
5.5 de [Wl]) et on aura bien I(Q,X) = 0. D'après le lemme 8.2.1 il existe C5 > telle que 
Uk fl,u{X) / entraîne a(ûlk),a{lk),a{û) < C 5 log{N). Puisque l'on a 

KN,X"(Q,g) = v(A T n) I a^ (H M (a),y(g))T Q (H M .(a) - Y(g) Q )n N (- ïx },ag)da 
Ja t „(f) ' 

et que les fonctions cr^(.,y(g)) et tq(. — y(g)g) sont invariantes par translation à gauche de g 
par Uq(F) (car elle ne dépendent que de Hp^(g) pour CQ), il suffit donc d'avoir 
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VX G t'(F) x t"(F) s nuj T [> N- b ], Va G A T „(F), V 5 G G(F), Vu € tels que 

a M v ( H M^a),y(g))TQ(H M ^a) - Y(g) Q ) = 1 et a(ûg),a(g),a(û) ^ C 5 log(N) on a 

K-N,X"{l X ^ aM 9) = KN,X"{lx" a 9) 

Soit 5 € G(F) et a G A T „{F) tel que a(o) < C 5 log{N) et (F Afq (a), y{g))T Q {H M ^ (a) - 
^(<7)q) = 1- La fonction ^(<7))tq(.— Y(g)o) est la fonction caractéristique de la somme de 

Aq et de l'enveloppe convexe des Y(g)p i pour C On a donc pour tout a G Sg l'inégalité 
a(iÏAf|,(a)) ^ m/pjcQ»!^ — -Hp (fi))- Il existe une constante G' > telle que infp^çaÇYp^ — 
Hp^{g)) > C'infp eAmi J(Yp m J-C'a(g). Par conséquent a{H M ,(a)) > C'(C 3 -C 5 )log(N). Le 
lemme suivant nous permet de conclure à l'existence d'une constante G3 et d'un entier TV2 qui 
conviennent. 

Lemme 8.2.3 Soit G5 > une constante alors il existe Cq > et un entier Ni tels que la 
propriété suivante soit vérifiée : pour tous a G At"(F), g G G(F), u G Uq(F), X G i'(F) x 
t"(F) s (~)ojt[S;> N~ b ] et pour tout entier N ^ Ni vérifiant a(g),a(ûg),a(ll) ^ C 5 log(N) et 
a{HM^{a)) ^ Celog(N) pour tout a G £q on a K^(^^,aMg) = /tjv(7^»ao). 

Preuve du Lemme 8.2.3 : Montrons d'abord qu'il existe un entier N\ tel que pour tout entier 
N > N~i et pour tous a G A T ,,{F), g G G (F) et X e t'(F) x t"(F) s n u T [S;> N- b } avec 
a(g) $C C$log(N) alors Kjv(7x»o<7) = 1 si et seulement si g~ 1 a~ 1 jx" ( v r) £ irg N R. 
La condition est de toute façon nécessaire. Fixons TV, a,g et X vérifiant les conditions précé- 
dentes et supposons que g~ 1 a~ 1 ~fx"(v r ) £ tt^ N R. On va montrer que si Ni est assez grand on 
a Kx(jx" a 9) = 1- On considère comme dans la preuve du lemme 8.1.1 une constante G > 
telle que pour tout g' G G (F) on ait ir^ g ^ R C çf(R) C k^^ 9 ^ R et une contante G' > telle 
que X'l k (R) C tt^ c ' R pour tout k = 0, . . . , aV» - 1 et pour tout X G t'(F) x t"(F) s Hw T . Le 
même raisonnement que dans la démonstration du lemme 8.1.1 montre que g~ 1 a~ 1 ^fx"(R) C 
Q s (X")- 1 irE N ~ 2Cai9) ~ 2C ' T(:rx " ) ~ C 'R. De plus, on a \log\Q s {X")\\ « log{N) et a{ 1X ") « 
log(N). Donc pour Ni assez grand g~ 1 a~ 1 jx"(v r ) G entraîne g _1 a _1 7x"(-R) C tt^ N ^^ R 

ce qui permet de conclure. 

Soit TV ^ Ni un entier et soit a G Ar»(.F). On peut supposer qu'il existe g G G (F) et 
X G t'(F) x i"(F) s n ^[S 1 ; > N- b ] tels que cr(g) < C 5 log(N) et K N {-y x lag) = 1 sinon il n'y 
a rien à dire. Notons An l'ensemble des a G A?" {F) qui vérifient cette condition d'existence. 
En adaptant un tout petit peu le raisonnement précédent on montre qu'il existe une constante 
C" > tel que a -1 (i?) C tt e N C l ° 9 ^ N ^R pour tout a G An- On a alors pour tout v G V — {0}, 
val R (a~ l v) — val R {v) ^ — TV — C"log(N). On peut fixer la constante C" telle qu'on ait aussi 
val R {g~ l v)-val R {v) ^ -C"log{N) et val R (j X "v) - val R (v) ^ -C"log(N) pour tout g G G (F) 
vérifiant a(g) ^ C 5 log(N), pour tout X G t'(F) x ^(F) 5 nur[5;> iV~ 6 ] et pour tout v G 
y — {0}. Enfin, on peut trouver une constante C% de sorte que si ch{Hm^{p)) ^ C§log{N) pour 
tout a G Sq alors pour tout û G Uq(F) tel que cr(û") ^ C^,log(N) on a val R (aûa~ 1 v — v) ^ 
3C"log(N) + val R {v) pour tout v £ V — {0}. On a alors pour a, g, û, X comme dans l'énoncé 

val R (g~ l vr 1 a~ l ^x"V r — g l aT 1 ^x"V r ) ^ val R (u~ 1 a~ 1 ^x"V r — a~ 1 Jx"V r ) — C"log(N) 

= val R (a~ l av~r 1 a~ 1 ~fx"V r — a~ 1 jx // v r ) — C"log(N) 
^ wa/p(aû' _1 a~ 1 7x"'Ur — 7x"^r) — N — 2C"log(N) 

> val R ( 1X "V r ) -N + C"log(N) 

> -TV 
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On obtient le résultat voulu d'après le premier point. I 
On déduit du lemme 8.2.2 la proposition suivante. 



Proposition 8.2.1 // existe un entier naturel N\ telle que pour tout N ^ Ni et pour tout 

C 3 log(N) ^inf aeAmin a(Yp min ) 



Y P min G At. vérifiant 



on ait l'égalité 



[ 9 f i (x' + X")K NtX „(g)dg = [ 9 f t (x' + X")v(Y Pmin ,g)dg 

JT'(F)A T „ (F)\G(F) JT'{F)A t „ (F)\G(F) 

pour tout X = X' + X" G t'(F) x t"(F) s n t(F)[> N~ b ]. 

Preuve : En effet, il existe un entier Ni tel que pour A ^ Ai les deux ensembles 



{Yp min G A+ min : C 3 log(N) ^ inf a£Amm a{Y Pm J et su PaeAmin a(Y Pmin ) ^ C 4 N} 

et 

{Yp min G A + Pmm : C 3 log(N + 1) < inf aeAmm a(Yp m J et sup aeAmin a(Yp min ) < <? 4 (A + 1)} 

soient d'intersection non vide. Alors pour A" = A" + X" € t'(F) x i"(F) s D t(F)[> N~ b ] C 
t'(F) x t"(F) 5 n t(F)[> (A + l)- b ], on a d'après le lemme 8.2.2 

f 9 Û< u (X t + X»)K NtX „( J g)dg= [ 9fl u (X' + X")K N+hX „(g)dg 

JT'(F)A T „ (F)\G(F) JT'{F)A t „ (F)\G(F) 

D'où par une récurrence immédiate 



L 



f/| jW (X' + X")K N , x „(jg)dg = f °flJX> + X")k n , , x „{g)dg 

Jt'(F)A^„(F)\G(F) 



T> (F)A T „ (F)\G(F) JT< (F)A t „ (F)\G(F) 

pour tout A' ^ A. Soit Y Pmm G ^p min tel <l ue C 3 log{N) ^ inf aeAmin a(Y Pmin ), on alors peut 
trouver un entier A' ^ A tel que Yp min vérifie les inégalités (A) et (B) du lemme 8.2.2 pour A'. 
Cela permet de conclure ■ 



8.3 Le résultat final 

Notons 9f t x,u> l a fonction sur Q X (F) définie presque partout par 

a (v\ j O f (xexp(X)) silew 

o f , x ,^x) - | Q s . non 

On définit une fonction 0f xu sur Q x ,reg{F) par 
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Jg x , x (F)\G(F) 

où pour X G Q x ,reg(F), on a noté M(X) le commutant de Aq xX dans G (c'est un Levi de G). 

Alors les fonctions Of, x ,u et 0*f x w sont localement constantes sur g^e^-F), localement intégrables 

sur g^-F) et 0y: xu; est la transformée de Fourier partielle de 9f jX ,u P ar rapport à la deuxième 
variable. Plus précisément, cela signifie que l'on a l'égalité 

f (xMx)dx = f e f ^{x)^{x)dx 

J$ X (F) J Sx (F) 
pour tout tp G C%°(q x (F)) et où 

^(X) = f <p{X' + Y")i>(Y", X" >)dY" 
h" (F) 

pour tout X = X' + X" G X (F) = X (F) g" (F) (cf proposition 5.8 de [Wl]). 

Lemme 8.3.1 Pour JV > Aq X = X' + X" G t'(F) x i"(F) s n t(F)[> AT 6 ], on a /es é^a/ite's 

ff /J,jX)K,v,x»(s)ds = 



/ 

Jt'( 



>(F)A T „(F)\G(F) 

si A T i / {1} et 



f 

Jt'( 



9 fUx)K N , x „(g)dg = v{T')v{A T „)0)^{X) 

»(F)A T „(F)\G(F) 

si A T > = {1} 



Preuve : C'est exactement la même que celle de la proposition 10.9 de [Wl] 
Si A G , x = {1} on pose 

(1) K x ,Ue,f) = J2 E v{T')\W(G x ,T)\- 1 

StS T=T'T"e%ii(G' x )xT(G") 

[ Ux')D G Hx')D G \x")^e)^{x)dx 

Jt'(F)xi"(F) s 



'(F)xV'(F) 

et si Aqi / {1}, on pose 



Proposition 8.3.1 L'expression (1) est absolument convergente et on a l'égalité 

îim J N , x ,U8J) = K *AeJ) 

Preuve : C'est exactement la même que celle de la proposition 10.10 de [Wl] I 
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9 Cas des supports nilpotents 



Dans cette section on se propose de démontrer la proposition suivante : 

Proposition 9.0.2 Supposons que pour tout quasicaractère 9 de t)(F) et toute fonction très 
cuspidale f G C^°(g(F)) qui ne contient pas d'élément nilpotent dans son support on ait 
lim Jn(9,/) = Jgeom{Q-,f)- Alors on a lim J^(9,f) = J ge om(6,f) pour tout quasicaractère 9 
de t)(F) et toute fonction très cuspidale f € C^°(q(F)). 

On fait donc dans la suite de la section l'hypothèse suivante 

(Hyp) : pour tout quasicaractère 9 de f)(F) et toute fonction très cuspidale / € C£°(g(F)) qui 
ne contient pas d'élément nilpotent dans son support on a 

lim J N (0,f) = Jgeom(0,f) 



9.1 Calcul de lim J N {6,f) 

Soient 9 un quasi-caractère de t)(F) et / € C^°(g(i ? )) une fonction très cuspidale. Comme 
dans [Wl] p. 1265 on peut fixer un ensemble fini S d'éléments de t) reg (F) dont tout les éléments 
ont un noyau nul dans W et des nombres complexes es pour S G S tels que 

VX € Ï)(F) n Supp(ff, 9{X) = £ c s j H (S,X) 



ses 



On pose alors 



(1) K(9,f) = J2 E c s \W{G,T)\-' f D G {XflH f (X)dX 
Ses TeT(G) ,7t(F)S 

où l'ensemble t(F) s est défini comme dans la section 7. Puisque la fonction 9f est à support 
compact modulo conjugaison, les intégrales intervenant dans la définition de K(9, f) sont à 
support compact, comme de plus 9 f est un quasi-caractère (cf lemme 6.1 de [Wl]) on en déduit 
d'après Harish-Chandra que les intégrales convergent. 

Lemme 9.1.1 On a lim J N (9,f) = K(9,f) 

Preuve : Soit lu C q(F) un bon voisinage de et supposons que Supp(f) C eu. Posons alors 
9 U = 61 w . Par l'exponentielle, on relève les fonctions / et 9 W en des fonctions sur respectivement 
G (F) et H (F) que l'on note f et O w . On a alors l'égalité J^(9,f) = Jjv(O w ,f). En appliquant 
la proposition 8.3.1 à f , O w et x = 1 on obtient alors le résultat voulu. 

Dans le cas général on peut toujours trouver À € F x2 tel que Supp(f) C \u. On pose 
alors f'{X) = f(XX), ('(N) = £(A7V) et 9'{X) = 9{\X). Notons d'un indice £' les expressions 
où on a remplacé £ par Par les changements de variables N i— > XN et I 4 XX sur u(F) 
et t)(F) respectivement, on a Jn,('{9', /') = \\\~ dim ( u ')~ dirn ( H ') J N ç(9, f). Grâce aux propriétés 
d'homogénéité des fonctions j H , on a 

9>(Y) = Y J c S J H (S,XY) = E |A|^ )/2 c s ^(A5,y) 
ses ses 
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pour tout Y G Supp(f') G PI l)(F). On peut donc prendre S' = XS et les constantes c\s = 
\X\p S ^ H ^ 2 cs pour définir K^(9' , f). Pour T G T{G), on vérifie que l'ensemble t(i ? ) A5 défini par 
£' et XS est égal à Xt(F) s . De plus, # f (X) = \X\p dim ^9f(X~ 1 X) et L> G (AX) = |A| F 5(G) L> G (X). 
Par changement de variable on obtient 

Kç,(e',f') = \x\ F dim{G)+dimiT)+ ^ G)/2 - 6iH)/2 K^e, f) 

On a —dim{G) + dim(T) + 5(G)/2 = —S(G)/2. On laisse au lecteur le soin de vérifier que 
ô(G)/2 + ô(H)/2 = dim(U) + dim(H). On s'est alors ramené au premier cas. ■ 

9.2 Une première approximation 

On pose E(6, f) = K(9, /) — J ge om(9, f) pour 9 un quasi-caractère de f)(F) et / G C%°(q(F)) 
une fonction très cuspidale, le but étant de montrer que E(., .) est identiquement nul. Le lemme 
suivant donne une première approximation de ce terme d'erreur. 

Lemme 9.2.1 La forme bilinéaire (6,f) E(9,f) est proportionnelle à la forme bilinéaire 

0*eJVîZ reg (ï)(F)) oeAfi/ re9 ( (F)) 

Preuve : Montrons dans un premier temps que E est combinaison linéaire des formes bili- 
néaires (9, f) >-> c 6:O H{0)cg f ^{0) pour O h G Nil(t)(F)) et O e Nil(g(F)). 

Si c 9O h(0) = pour tout orbite O h G Nil(t)(F)) alors il existe un G-domaine uj C ^(i 7 ) 
compact modulo conjugaison contenant tel que 0| w nfj(.F) = 0- On pose alors f = f — f^. 
On a E(9,f) = E(9,f) + E(9,f\ u/ ). Puisque /' ne contient aucun élément nilpotent dans son 
support on a E(6,f) = (c'est l'hypothèse (Hyp)). En revenant aux définitions on voit que 
Jgeom{9, f\J) = et Jjv(#, f\ u ) = pour tout N ^ 1 donc K(9,f^) = et par conséquent 
E(9,f) = 0. 

Si C() f; o(0) = pour tout O G NU(q(F)) on peut trouver un G-domaine compact modulo 
conjugaison tel que 6f(X) = pour tout X G uj. On pose alors f = f — f\ w - On a E(9,f) = 
E(9,f) + E{0,f\J). On a encore E(9,f) = car le support de /' ne contient aucun élément 
nilpotent. Comme de plus on a 9f, = 9fl UJ = on vérifie immédiatement que K(9,f\ u ) = 
Jgeom{9, f\J) = 0. Ainsi on a bien E(9, f) = 0. 

Montrons maintenant que E est combinaison linéaire des formes bilinéaires 
(9,f) h-» Cq h(Q)co^o{Q) pour O h G Nil reg (§(F)) et O G Nil reg (g(F)). Pour A G F x2 on pose 
# A (X) = 9(XX) et / A (X) = f(XX). On a alors = 6). Par les propriétés d'homogénéité des 

germes de Shalika, on a donc c e \ o h(O)c0 a ,o(0) = |A| J^" 1 ^ ^ +&m ^^ 2 c e o /j(0)cÉ» fi e>(0). 

Puisque dim(0 H ) + dim(O) ^ ^(^) + <5(G) avec égalité si et seulement si O h et O sont 
des orbites nilpotentes régulières, il suffit maintenant de montrer que pour tout A G i ?x2 on 
a E(9 x ,f x ) = \X\ F ^^ H ^ +S ^ G ^^ 2 E(9, f). On a vérifié lors de la démonstration du lemme 9.1.1 
une telle propriété d'homogénéité pour K(9,f) à condition de changer £ en Ç A . Il est clair que 
Jgeom(9, f) ne dépend pas du choix de £. De plus, par les propriétés d'homogénéité des fonctions 
j(0, .) on vérifie que 

Jgeom(9 , / ) = | A|^ ( )]/ Jg eorri (9,f) 
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L'expression K(9, /) ne dépend de £ que par la définition des ensembles i(F) s qui dépendent 
du choix de H mais changer £ en £' revient à changer H en un élément r! qui lui est conjugué 
par A(F) on vérifie alors que les ensembles t(F) s ne dépendent en fait pas du choix de £. Cela 
suffit pour obtenir la propriété d'homogénéité voulue. 

Il existe donc des nombres complexes Cqh q tels que pour tout quasi-caractère 9 de Ï)(F) et 
toute fonction très cuspidale / G C£°(fl(F)) on ait 

E(0,f)= Yl c o«,o c e,o«(°) c e f ,o(0) 
o,o H 

où la somme porte sur O h G Nil reg {\]{F)) et G Nil reg (Q(F)). 

Reste à vérifier que les coefficients Cqh q sont tous égaux. Si G ou i7 n'est pas quasidéployé il 
n'y a rien à montrer. Si G et H sont quasidéployés alors l'un des deux a une seule orbite nilpotente 
régulière et l'autre en a deux qui sont permutées par n'importe quel élément A G i ?x — N E /p{E x ) . 

Pour A G F x quelconque l'égalité E(9 x ,f x ) = \\\- dim{U) - dm{H) E(9 J) reste valable et on a 

^, O «(0)<V, O (0) = |A| F ^ m( ^ )+dîm(O)]/2 c, iAO ,(0) % , AO (0) 
En choisissant A G F x — N E / F (E X ) on obtient l'égalité des deux coefficients recherchée. ■ 

9.3 Calcul de germes de Shalika 

D'après le lemme précédent, la proposition 9.2.1 est établie si G ou H n'est pas quasi-déployé. 
On suppose donc dans la suite que G et H sont quasi-déployés. 

Lemme 9.3.1 Soit B un sous-groupe de Borel de G et T q( i un tore maximal de B tous définis 
sur F. Soit X qd G t q d(F) D Q re g(F) et O G NU(q{F)) on a alors 



si O n'est pas régulière 
si O est régulière 



Preuve : Le tore T q d est un Lévi de G et la distribution / i— > jQ(X q d, f) est induite à partir 
de la distribution / h-> f(X q a). Donc To{X q( i) est non nul si et seulement si O intervient dans 
l'orbite induite de l'obite {0} de t q d(F). Cette condition équivaut à ce que O soit régulière. On 

{0}' 



en déduit la première égalité. Puisque T^UXgd) = 1 on en déduit aussi la deuxième égalité. 



9.4 Preuve de la proposition 1 

D'après le lemme 9.2.1 il existe un nombre complexe c tel que pour tout quasi-caractère 9 
de h (F) et toute fonction très cuspidale / G C%°(q(F)) on ait 

E(9,f) = c c e,o H Y C0 f<° 

o H eNii reg (t)(F)) oemire g (a(F)) 

On doit donc montrer que c = 0. 

Soit T q d G T(G) resp. G T(H) un tore maximal d'un sous-groupe de Borel défini sur F 
de G resp. H. Soit X qd G t qd (F) n Qreg(F) et X^ G i qd {F) n l)reg(F). D'après le résultat 6.3(3) 
de [Wl] on peut trouver un voisinage uJx qd de X qd dans i q d(F) aussi petit que l'on veut et qui 
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ne contient que des éléments réguliers et une fonction très cuspidale / = f[X q( j\ G C%°(g(F)) 
vérifiant les propriétés suivantes : 

1. Pour T G T (G) si T ^ T q d, la restriction de 9f à t(F) est nulle. 

2. Pour toute fonction localement intégrable ip sur i q d(F), invariante par W(G,T q d) on a 

{WiCrr 1 f <ç{X)D G {X) l 'H f (X)dX = voliuxj- 1 I <p(X)dX 

3. Pour Y G QregiF), 

e f {Y) = vol{u Xqd T 1 ! j G (X,Y)dX 

Jw * qd 

La dernière égalité au voisinage de devient 

e f[Xqd] (Y)=j G (X qd ,Y) 

Par conséquent cg f: o = ^o(X q d)- 
Soit 9 un quasi-caractère de f)(F) tel que 6{X) = j H (X q H d ,X) pour X G Supp(f) G D f)(F). 
D'après le lemme 9.3.1 pour tout O G Nil reg (g(F)) on a c$ fi o = To(X q d) = 1 et pour tout 
O h G Nil reg (t)(F)) on a c 9)0 h = T h(X^) = 1. On a donc £7(0,/) = 2c. 

Pour T £ T, T ^ {1} et 1" G t(F) en position générale il existe selon la parité de dim(G) : 

- un voisinage de Y dans f)(F) qui ne rencontre aucune sous-algèbre de Borel de f)(F) si 
dim{G) est impaire. 

- un voisinage de Y dans fl(F) qui ne rencontre aucune sous- algèbre de Borel de £)(F) si 
dim{G) est paire. 

Dans les deux cas on en déduit que ce(Y)cf(Y) = 0. Donc la contibution du tore T dans 
Jgeom(0,f) est nulle. La contribution du tore {1} étant 

H eNil reg (t>(F)) OeNil reg ( s (F)) 

on a Jgeom(0,f) = 1. 

D'après la propriété (2) de / on a K(9,f) = vol(uJx qd )~ vol[ux qd H t q d(F) i d ). Il suffit 
donc d'avoir vol{uJx qd H t 9 d(F) « d ) = vol(cox qd ) pour en déduire que c = 0. Puisqu'on peut 
choisir uix qd aussi petit que l'on veut, cela revient à montrer qu'on peut trouver X q d et X^ d 

comme précédemment tels que X q d G i q d{F) i d (car i q d{F) t d est un ouvert de t q d(F)). Puisque 
H + X^ d + Y* X " d est dense dans E + X^ d + S, il suffit encore de montrer que (z + X^ d + s) n 

(t q d(F) n g re5 (F)) G ' / 0. On distingue alors deux cas : 

- Si dim(H) est paire, alors il existe A G a(F) et /io G F tels que S+X^+/xoc(vo, i]Vo) + A G 
(V(F)n 0re9 (F)) G 

- Si dim(H) est impaire, alors on peut trouver une base ((ttf±i)i=i p , ^p+i) de VF formée de 
vecteurs propres pour X^ d vérifiant h(wi,Wj) = si î, j G {±1, • • • ,±p}, h(w p +i,Wi) = 
si i G {±1, • • • , h(w p+ i, w p+ i) = v\ et X^Wp+i = s p+ \w p+ \. Puisque G est quasi- 
déployé Go est aussi quasi-déployé. On peut donc supposer v\ = —vq. On fixe [Xo G F tel 
que s p+ i = 2vç)iXQrj. Pour À G F on vérifie facilement que X q H d + fioc(vo + r)Vo) +c(vq, Xw p+ i) 
admet vç, + w p+ \ et vq — w p+ \ pour vecteurs propres avec pour valeurs propres respectives 
s p+ i + uq\ et s p+ i — i/qX. On en déduit qu'on peut choisir À G F et A G a(F) tels que 
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l'élément X = X^ d + A + /j,Qc(vo,r}Vo) + c(vo, Xw p+ i) admet pour vecteurs propres v±i 
i = 1, . . . , r, w±i i = 1, . . . ,p et ± i>o avec des valeurs propres distinctes. Alors on a 

bien E + X G (V(F) n g re9 (F)) G 



10 Preuve des théorèmes 5.4.1 et 5.5.1 

On démontre les théorèmes 5.4.1 et 5.5.1 par récurrence sur la dimension de V. Supposons 
les résultats établis pour tout les couples (V' ,W) avec dim(V') < dim(V) 

Lemme 10.0.1 Soient 9 un quasicaractère de H{F) et f G C£°(G(F)) une fonction très cus- 
pidale qui ne contient aucun élément unipotent dans son support. On a alors 

Hm Jn(ÔJ) = Jgeom(0,f) 

Preuve : Pour tout x G G SS (F) fixons un bon voisinage uj x de dans Q X {F). Etant donné 
l'hypothèse sur /, on peut supposer que le support de / ne rencontre pas exp{oj\). Par un 
procédé de partition de l'unité, on peut supposer qu'il existe x G G SS {F) tel que / soit à 
support dans (xexp(u) x )) G . Si 9 est non nul pour un certain g G G (F), il existe h G H (F) 
et u G U(F) tels que hu G {xexp{oo x )) G . La partie semisimple de hu étant conjuguée à h, on 
a aussi h G (xexp(oj x )) G . Donc il existe X G oj x et g G G (F) tels que h = g~ 1 xexp(X)g. On 
a alors g(D Z) C Ker(xexp(X) — 1) C Ker(x — 1) donc g~ 1 xg G H (F). On en déduit que 
si x n'est conjugué à aucun élément de H (F) on a Jn(&, /) = pour tout N ^ 1. On vérifie 
aussi aisément que si x n'est conjugué à aucun élément de H (F) alors 9f est nul au voisinage de 
H (F) donc Jgeom(6,f) = 0. On peut donc supposer que x est conjugué à un élément de H (F). 
Quitte à conjuguer x dès le départ, on peut aussi bien supposer que x G H (F). Notons eu = oj x et 
reprenons les notations du début de la section 6. Quitte à changer les choix des bons voisinages 
u x , on peut supposer que uj se décompose en un produit uJ x oj" avec u' C Q X (F) et oj" C q"(F) 
des bons voisinages de 0. D'après les lemmes 6.1.1 et 6.2.1, on est ramené à prouver l'égalité 

hm J x ,ui,n{0, /) = Jgeom,x,ui(8, f) 
N— >oo 

Comme au début de la section 8, on peut trouver une famille S d'éléments de \]" reg (F) et une 
famille (js)s&S de quasicaractères de t)' x (F) tels que pour tout X = X' + X" G f) x ,reg{F) on ait 

e x ,ux) = J2Hx')j H "(s,x") 

ses 

Notons 6 s = j H "(S,.). On peut de la même façon trouver deux familles finies (9'j b )beB et 
{9"t b )beB de quasicaractères de Q X (F) et g" (F) respectivement telles que pour tout X = X' + 

x h 'e Qx (F) 

9 f , x , u} (X) = Y / 0' f , b m9U X ") 
beB 

D'après la proposition 6.4 de [Wl], pour tout b G B, on peut trouver une fonction très cuspidale 
f b ' G C c °°(s"(F)) telle que 9" f b = 9 f ». En comparant 5.5(1) et 6.2(1) on a 

Jgeom,x,u)(6, f) = J' {S ,b)J geom {9'g , f b ) 

beB,ses 
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où 



J'(S,b)= Y, \W(H' X ,T')\->(T')\ / j S (X')e' Lb (X')D H '*(X')dX> 

Dans la section 8, on a montré que Jx,uj,n{&i /) admet une limite et on a calculé cette limite : 
c'est K XtUJ (d,f). Si Aq x ^ {1} alors K XtUJ (d,f) = et l'ensemble de tores T x est vide donc 
Jgeom,x,u{8, f ) = 0. Sinon, en comparant les formules 8.3(1) et 9.1(1) on a 

K XjU {6,f)= Y, J'(S,b)K(0'sJb) 

b£B,S£S 

D'après l'hypothèse de récurrence appliquée au couple (V" , W") on a K(6g, f{j) = J ge om{6's, /&') 
d'où le résultat ■ 

10.1 Preuve de 5.5.1 

D'après la section 9, on peut se restreindre aux fonctions très cuspidales / G C^°(q(F)) qui 
ne contiennent pas d'élément nilpotent dans leur support. Soient / une telle fonction et 9 un 
quasicaractère sur h (F). On a vu dans la section 9 que Jjv(0, /) et J ge om(0,f) sont homogènes 
de même degré pour la transformation À >-> (# A , / A ). On peut donc supposer que le support de / 
est dans un bon voisinage w de dans q(F). Par l'exponentielle, on relève les fonctions / et 01 w 
en des fonctions sur respectivement G (F) et H (F) que l'on note f et 0^. On vérifie alors que 
Jgeom,i,u(@u,f) = Jgeom(8,f) et Jn,i,u>(&u>, f ) = Jn(0,/). Puisque / ne contient pas d'élément 
nilpotent dans son support, f n'a pas d'élément unipotent dans son support et d'après le lemme 
précédent, on a donc lim Jna,w(@u>, f) = Jgeom,i,u(@u,f)- 

10.2 Preuve de 5.4.1 

Soient 6 un quasicaractère de H (F) et f £ C%°(G(F)) une fonction très cuspidale. Soit oj 
un bon voisinage de dans g. Alors f—fi- eX p(u) ne contient pas d'élément unipotent dans son sup- 
port. D'après le lemme 10.0.1, il suffit donc d'établir que lim Jn(9, f^-exp(uj)) = Jgeom(&, f^-exp(w))- 

D'après les lemmes 6.1.1 et 6.2.1, on a les égalités J N (0, fl exp (u)) = Jn(0i,w, fi,w) et J ge om(0, fl eX p(i 
Jgeom(6i,u), fi,u)- Le résultat sur l'algèbre de Lie que l'on vient d'établir permet alors de conclure. 

11 Décomposition de Cartan relative 

Dans cette section on se propose de montrer une sorte de "décomposition de Cartan relative" 
telle que celle qui est montrée dans [BO] et [DS] (pour les variétés symmétriques) ou dans [Sa] 
théorème 2.3.8 (pour des variétés sphériques associées à des groupes déployés). 

Posons i/q = h(vo) et soit u>o = vo, w±, . . . , wi une famille maximale de vecteurs deux à deux 
orthogonaux de Vo vérifiant h(wi) = (— l)Vo- 

Posons ro = E(^) et r\ = E(^). Introduisons u±i = W2%-2 ± W2i-i, i = 1 • • • et u' ±i = 
W2i-i±W2i, i = 1, ■ ■ ■ , T\. Les familles (u±i) et (u±j) sont des familles hyperboliques maximales de 
Vo et W respectivement. Soient V an fi resp. W an l'orthogonal de Eu\®Eu^i® . . .Ç&Eu rQ ®Eu- rQ 
dans Vo resp. de Eu^ © Eu'_ 1 © ... © Eu' ri © Eu'_ ri dans W . Ce sont des sous-espaces hermitiens 
totalement anisotropes. Définissons Pq et Pjj comme les sous- groupes paraboliques de Go et H 
qui conservent les drapeaux de sous-espaces totalement isotropes 
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Eux C Eux © Eu 2 C ... C Eu\ © ... © Eu ro et Eu[ C ... C Eu[ © ... © Eu' ri resp. 
respectivement . 

Lemme 11.0.1 L'application Pq x Ph — > Go, (pq,Ph) ^PÔPh est submersive à l'origine. 

Preuve : Il s'agit de vérifier l'égalité ïï + pn = 0o- Démontrons cela par récurrence sur l. 
Pour l = c'est évident car p = Qq. Soit / ^ 1 et supposons le résultat vérifié pour l' = l — 1. 
Soit W l'orthogonal dans Vq du sous-espace engendré par u±±, H' son groupe unitaire et Ph 1 
le sous groupe parabolique de H' qui conserve le drapeau 

Eu 2 C ... C Eu 2 © ... © Eu ro 

Alors par hypothèse de récurrence, on a pw+pH = f) et par conséquent f) C po~ + pn- On en 
déduit que (pô + Ph) ± C pô -1 D t) 1 - = ïïo n f)- 1 où Uq est la radical unipotent de Po et ïïo est son 
algèbre de Lie. 

Il suffit donc de vérifier que ïïo (1 I) 1 = 0. On a i) 1 - = {c(vo, w ), w G W} © Fc(vq,î]Vo) où n est 
un élément non nul de trace nulle dans E. Soit N = c(t>o, w) + Ac(t>o, i]Vo) G ïïo H f) -1 . On a alors 

= Nu-i = vqw + u>i)t>o + A^o(?? — f?)vo d'où w = puis À = 0. ■ 

Soient Aq et Ah les tores déployés maximaux de Go et H respectivement qui laissent stable 
les droites Eui {i = ±1, . . . , ±ro) et Eu\ (i = ±1, . . . , ±n) respectivement. On notre Aq et A H 
les sous-ensembles de Aq(F) et Ah (F) qui contractent -Po(-F) et Ph{F) respectivement. Posons 

#0 = O e ui © 0£U_i © ... © E u r © £ ti_ r © i2 an , 

où Ran,o = {v G V^o; valE(h(v)) ^ vciIe{vo) — !}• Pour V un ^-espace vectoriel, 7?. un 0e- 
réseau de V et g € GL^(V) on note valn(g) = inf{val-jz(gv),v G 7£} et \\g\\iz = |7Te|^ tc ^. 

Lemme 11.0.2 /I existe un sous-ensemble compact C\ de Gq(F) vérifiant la propriété suivante 
Pour tous v,v' G Vq tels que h(v) = h(v') = vq et val^iv) = val^iv'), il existe 7 G C\ tel que 

ryy = y' 

Preuve : Si l = 0, Gq(F) est compact et il suffit de prendre Ci = Gq(F). Supposons doré- 
navant l ^ 1. Soit Kq = StabQ (Fj(Ro), c'est un sous-groupe ouvert-compact de Go(F). Pour 
tout g G Go(F), on notera \\g\\ = \\g\\R - La fonction g h-> \\g\\ est minorée par une constante 
strictement positive sur Go (F) et est biinvariante par Kq. Soit v £ Vo- Montrons 

(1) Il existe k G Ko tel que kv G Eu\ © Èu_i © Vb, a n- 

On a une décomposition v = ÀjUj + v an où w an G Vo,an- Quitte à multiplier t> par un 

i=±l,...,±r 

élément du groupe de Weyl de ^o (identifié à un sous-groupe de Ko), on peut supposer que 

val(\i) = infi=±i immmi ± r val(\i). 

Soit ki G Ko l'élément qui envoie u\ sur u\ — ^u 2 — ... — j^u r , U-i sur U-i + (^-)u_i pour 

1 = 2, . . . , r et qui agit trivialement sur Vo A n + -E^-i + Eu 2 + . . . + Eu r . On a alors 

k\V = \\U\ + HiU-i + A_ 2 ""-2 + • • • + X-rU-r + "on 



Soit G Ko l'élément qui envoie u\ sur u\ \f~ u -2 — ■ ■ ■ \f u -r- u i sur u i + (l^) n -i e ^ 

qui agit trivialement sur Vb, a n + Eu-i + . . . + Eu- r . On a alors k 2 k\v G -E/ui © -Eu-i © Vo,an- 
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(2) Pour tout v an G V 0>an , on a 

#an,0 C - ((Ranfl D Ev an ) (R anfi H Kn^)) 

où (l'an)" 1 " est l'orthogonal de v an dans Vo >an . 

En effet, soit t; G -R a n,o et i> = ui+t^ sa décomposition suivant V an $ = Ev an @(v a n)~ L ■ Supposons 
que valE(h(vi) + h(v 2 )) > min(valE(h(vi)),valE(h(v2))) + voIe{4) alors — ^4 G 1 + 4p^. 
Puisque 1 + App C O^' 2 , il existerait A G 0£ tel que h(v\ + A^) = 0, contredisant le fait que 
Vo,an est anisotrope. Par conséquent, on a 



min(valE(h(2vi)),valE(h(2v2))) ^ valE(h(v\ + V2)) = valE{h{v)) ^ valE^o) — 1 

d'où -U2 G \Ro,an- 

(3) Il existe 5 G G (F) tel que 51; = A1U1 + A_iii_i + v an avec v an G Vo,an, 

val E (Xi) = inf (val E {\i),val E {\-i),val Ranfi (v an )) et sC ^l^ 1 

D'après (1), on peut supposer que v = X±ui + A_iu_i + v an et quitte à appliquer l'élément qui 

échange u\ et U-\ et laisse stable l'orthogonal du plan engendré par u\ et on peut aussi 

supposer que val E (M) ^ fa/s(A_i). Si val E (M) ^ va ^R an ,o{ v an)i il n'y a rien à ajouter. Si au 

contraire — <i = val RanQ (v an ) < valp(Xi), on considère l'élément g G Go(i ? ) qui envoie u\ sur 

^ -d ' 27fg-^ N(7r E )- d v . ...... 

^1) "«an sur v an + 7T F ui, u_i sur u_i — — v an — — ni et qui agit trivialement sur 

h(v an ) h(v an ) 

l'orthogonal de Eu\ + Eu-\ + Ev an . Puisque val E (h(v an )) ^ — 2d + valE^o), on a 

5(^0 n (£7ui + Eu^ + Ev an )) = R n {E Ul + Eu- X + Ev an ) 

D'après (2) on a donc \\g\\ ^ ^l^ 1 . Toujours en utilisant l'inégalité val E (h(v an )) ^ — 2d + 
valE^o), on vérifie aisément que est bien de la forme désirée. 

(4) Il existe g G Gq(F) tel que gv G -È/ui + Eu-\ et ^ ItteIî? 1 ^!^ 4 . 

D'après (3) on peut supposer que v = X±ui + A_iu_i + v an avec v an G Vo^ an , val E {X\) = 
inf(valE(Xi),valE(X-i),valji an (v an )) et montrer le résultat avec un facteur 2 de moins. Soit 
g G Gq(F) l'élément qui agit ainsi sur u±± et v an : 

1 h(v an ) 
u-i 1 ^ ui h-> m - — w an - - — — n_i 

Ai 4i/ A r (Ai) 

Wan >->• Van + "7= «-1 

2Aii/ 

et agit trivialement sur l'orthogonal de Eu\+ Eu-\+ Ev an . Alors est bien de la forme désirée 
et d'après (2) on a 

val Ra {g) < inf(0,val Ran0 (v an ) - val E {Xi),val E (h(v an )) - val E (^ N(Xi)), 
val E (h(v a n)) ~ val E (2XiVo) - val Ra )) - uate(2) 

Puisque val E (h(v an )) ^ 2val Ran0 (v an ) + val E {vo) - 1, on a val R() (g) ^ -1 - 3wa/ B (2). 
Supposons maintenant que /i(t>) = z/q. 
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(5) Il existe g G G (F) et A € Oe — {0} tels que gv = Xui + ^A n_i et \\g\\ < \tï e \ e 1 \' 2 '\e' '• 

D'après (4), on sait qu'il existe g 1 G Gq(F) de sorte que çfv = Xu\ + un_i et \\g'\\ < 
ItteI^ 1 ^!^ 4 . Quitte à multiplier </ à gauche par l'élément qui échange u± et u_i et agit tri- 
vialement sur l'orthogonal du plan engendré par ces deux derniers, on peut supposer que 

val(fi) ^ val(X). Soit u = ^ — y. On a y £ Cfi e t = h(g'v) = Tr(Xjî) d'où 

2W(Aj A A 

vclIe{vo) ^ vciIe(\) + vclIe{^) ^ 2voIe{X) = vclIe{N{\)). Par conséquent u € ^0£- On vé- 
rifie facilement que Tr(u) = 0. Soit 5" G Go(F) l'élément qui envoie ni sur ni + nn_i et qui agit 
trivialement sur l'orthogonal de n_i. C'est bien un élément de Gq(F) car Tr(u) = et d'après ce 
que l'on vient devoir \\g"\\ ^ 121g 1 . On a alors g"g'v = An_i + A ^ni et ||g'VII ^ ksl^ 1 ^]^ 5 . 

On peut maintenant terminer la preuve du lemme. Soient v et v' comme dans le lemme. Il 
existe 51,(72 £ Gq(F) et Ai,A2 G Oe — {0} vérifiant 

- \\gi\\, \\g2W ^ keli 1 ! 2 ^ 5 

- g\v = X1U1 + ^Ai u-i et g 2 v' = X 2 u\ + ^A 2 n_i 
Il existe un entier Nq tel que 

\val Ro (gv ) - valRo^o)] < -val^(g) + N 
pour tout g G Go(F) et pour tout vq G Vb- Puisque valR Q {g\v) = —voIe{Xi) — vo,Ie{2) et 
valR (g 2 v') = —voIe{X 2 ) — fa/^(2) et que val^(v) = valn (v'), on a 

|î;oZ b (Ai) - va/ B (A 2 )| < 2 + 10^(2) + 2iV 

Soit a l'élément de Gq{F) qui envoie ni sur y^-ni, n_i sur y^n_i et qui agit trivialement sur 

Ai A2 

l'orthogonal de Eu\ + Eu-±. On a alors ag±v = g 2 v' . D'où g 2 ~ 1 agiv = v' et ||(7 2 _1 aoi|| est borné 
par une constante. ■ 

Supposons l ^ 1. Pour tout A G E x , on note a(A) l'élément de Gq(F) qui envoie ni sur Ani, 
n_i sur A n_i et qui agit trivialement sur l'orthogonal de Eu\ + Eu-±. Soit R^h un 0^-réseau 
de l'orthogonal de Ew\ © ... © Ewi dans W. On pose alors R\ = OeW\ ffi • • • © OeWi ffi R$,H et 
R 2 = O e w 2 ffi ... ffi O e wi ffi R^ H . 

Lemme 11.0.3 Supposons l ^ 1. Il existe un sous-ensemble compact C 2 de Go(F) et une 
constante cq > vérifiant la propriété suivante 

Pour tout h G H (F) et tout A G Oe — {0}, il existe h' G /i(a(A)C 2 a(A)" 1 n H (F)) tel que 

valu^h!) ^ valR^h'wi) — vciIe(X) — cq 

Preuve :Soit e\, . . . ,et une base orthogonale du O^-module R 2 . Il existe un entier strictement 
positif a vérifiant les deux propriétés suivantes 

"XR) Gp ^ ' pourî = 1 '---'* ; 

- pour tout entier k ^ et pour tout x G (1 + p£ +a ) n 0f, il existe y G 1 + p|, tel que 
N{y)=x. 

Pour z = 1, . . . , t et A G — {0}, on considère l'élément 7i(A) G H (F) qui agit trivialement 
sur (E'iwi + Eei) 1 - et qui agit de la façon suivante sur w\ et 

n>i h-> an>i + Avr^ej 

ei 1 y — — -Xit E wi - aei 
h(wi) 
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où a G 1 + X 2 O e est tel que N(a) = 1 - N(Xtt%) , ,{ . Alors jJX) laisse stable £>£U>i © R 2 

h(wi) 

donc reste dans un compact indépendant de i et de À. Vérifions que a(A) _1 7j(A)a(A) reste aussi 
dans un compact. Cet élément envoie U-\ sur 

A 1 a(À) _1 7i(À)n_i = A 1 a(X)~ 1 (wo - Ji(X)wi) = u-± + A 1 a(X)' 1 (w 1 - ji(X)wi) 

Mais w\ — r yi(X)w\ est dans X 2 OeW\ © #2- Ainsi a(A) -1 7j(A)a(A)it_i G ^OgM-i + On 
montre de la même façon que a(A) _1 7i(A)a(A)ui reste borné. Enfin, puisque a(A) _1 7i(A)a(A)ej = 
a(A) _1 7i(A)ej et que 7i(A)ej G XOeW\ + R 2 , o(A) _1 7i(A)a(A)ej reste aussi borné. 

Soit C2 un sous-ensemble compact de Gq(F) qui contient tout les a(A) -1 7i(A)a(A) pour tout 
i = 1, . . . ,t et pour tout A G 0£ — {0}. Puisque les 7i(A) sont bornés il existe une constante 
ci > telle que pour tout h G H (F), pour tout i = 1, . . . , t et pour tout A G 0£ - {0} on ait 

val Rl (h'ji(X)) ^ val Rl (h) - a 

On a valn 1 (h'yi(X)wi) = inf(val Rl (hwi),valE(X) + a + val Rl {hei)). Puisque val Rl (h) = 
inf(val Rl (hwi),val Rl (hei), ... , val Rl (he t )), on a 



infi=i : ... : t(val Rl (h<yi(X)wi)) ^ val E {X)+a+val Rl (h) ^ va/ s (A)+Q+ci+m/ i= i i ... it i;a^ 1 (/i7j(A)) 

Pour obtenir le lemme, il suffit donc de prendre c = a + c\ et pour /i G H (F) et A G — {0} 
de choisir h' = h'jj(X) où j est tel que infi = i ! ... ; t(val Rl (h'yi(X)wi)) = val Rl (h^j(X)w\) ■ 



Proposition 11.0.1 II existe des sous- ensembles compacts Cq C Gq(F) et Ch C H (F) tels que 

Go (F) = C^A+Cq 

Preuve : On démontre le résultat par récurrence sur l. Si l = 0, c'est vrai car Gq(F) est 
compact. On peut donc supposer que l ^ 1. Le lemme 11.0.2 nous fournit un compact Ci C 
Gq(F). Le lemme 11.0.3 nous fournit un compact C2 C Go(F) ainsi qu'une constante cq. Posons 
C = C^.Cx. Soit g G Gq(F). D'après le lemme 11.0.2, il existe k x G Ci et A G O e - {0} tels 
que 

kig~ 1 vç, = a(A) _1 uo 

c'est-à-dire g G H(F)a(X)k\. En utilisant le lemme 11.0.3, on voit qu'il existe k 2 G C2, A G 
O e ~ {0} et h G H (F) tels que 

g = ha(X)k2~ l k\ et 



(1) val Rl (h) ^ val Rl (hwi) - val E {X) - c 

Posons k = k^ 1 ^ G C. Soit H' le groupe unitaire de W = (Ewq © Ewi)- 1 , Pu> le sous- 
groupe parabolique qui conserve le drapeau Eu 2 C . . . C Eu 2 © ... © Eu r , Ah> le tore maximal 
déployé qui conserve les droites Eui (i = ±2, . . . , =bro) et Ajj, le sous-ensemble de Ajji{F) des 
éléments positifs pour Pw ■ Par hypothèse de récurrence, il existe des sous-ensembles compacts 
C H (F) et Clj, C £f (F) tels que H (F) = C^A+A^C^,. Suivant cette décomposition, 
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on peut écrire h = k^ana-H'^- On a alors g = k^anCLH'O'Wk^k- On a bien a#/a(A) G A)(-F) 
mais rien n'assure qu'il soit dans la chambre positive pour Pq. On va utiliser l'inégalité (1) pour 
vérifier que a#/a(À) est bien dans Aq modulo un sous-ensemble fini. 

Soit clh',2 la valeur propre de a#/ agissant sur m 2 . Il s'agit de vérifier que val E (aH' ,2)—val E {\) 
est borné par une constante. Il existe des constantes positives c\, c 2 , c 3 et C4 telles que 

- val R , 2 (0) ^ —ci pour tout G C\j, 

- valn^h^ 1 ) ^ val Rl (h) — c 2 pour tout h G H {F) 

- val Rl (h0) ^ val Rl (h) - c 3 pour tout /i G i^(-F) et G Cj^ 

- val Rl (hwi) ^ —valE(aH,i) — C4 si h = k^auh! avec fc" G Cj^-, a// G Ah(F) + et /i' G H'(F) 
et où on a noté an,i la valeur propre de an agissant sur u^. 

On a alors 

-val E (a H ',2) = val Rl (a~ H )w 2 ) + val E (2) ^ val R2 {{k\)~ l a^ l w 2 ) - c 1 

= val Rl ((k i 2 y 1 a H )u 1 - wi) - a 
= val Rl (h^ l k\anu' l — w\) — c\ 
^ inf (o,val Rl (h~ 1 k{a H u' 1 fj - c\ 

et 

val Rl (h~ 1 k\aHu' 1 ) = val E (an,i) + val Rl (/i -1 ^^) 

^ val E (aH,i) + val Rl (h) - c 2 - c 3 

^ val E (a H ,i) + val Rl (hwi) - val E {\) - c - c 2 - c 3 

^ -val E {\) - c - c 2 - c 3 - c 4 

On en déduit que — val E {an> ,2) ^ —val E {\) — cq — c\ — c 2 — c 3 — C4 ce qu'il nous fallait. ■ 
On aura aussi besoin du lemme suivant 
Lemme 11.0.4 Soient Cq C Gq{F) e£ C# C H(F) deux compacts- ouverts vérifiant 

Go (F) = C H A+A+C 

On a les majorations suivantes 

1. E Go (a H a ) « Z Go (a H )Z Go (a ) pour tous a G A^,a H G A\ 

2. mes(CHaHa>oCo) << Sp H (aH)~ l Sp (ao)^ 1 pour tous ao G A^,an G Afj 

3. <r(ao) << o"(ooo_f/) pour tous ao G Aq,o,h G A^ 

Preuve : l)Soient K\ C Po(F) et ^2 G Ph{F) deux sous-groupes ouverts vérifiant 

- K\ C ao-KTiaQ 1 pour tout ao G Aq" ; 

- K2 C aJ I 1 K2an pour tout a// G A^- ; 

- E G ° est biinvariant par i^i et K 2 . 

On a alors pour tous ao G Aq, an G A~^ et pour tout (k\, /c 2 ) G i^i x K 2 

H Go (a ff a ) = ~P°{a H k 2 k 1 a ) 
D'après le lemme 11.0.1, K 2 K\ contient un sous-groupe ouvert K3 de Gq(F). On a alors 



Z Go (a H a ) =mes(K 3 )- 1 [ E Go (a H k 3 a Q )dk. 

JK 3 
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Or, on a / E G °(gk 3 g')dk 3 « E G °(g)E G °(g') pour tous g, g' G G (F). On obtient ainsi la 
Jk 3 

première partie du lemme. 

2) Soient K\ C Gq(F) et K 2 C H (F) deux sous-groupes compacts-ouverts tels que 

K 2 Ki c aJ^CnanaoCoaQ 1 

pour tous aç) G A^a^ G (de tels sous-groupes existent d'après le lemme 11.0.1). Soient 
ao G Aq,clh G A^j, on a alors mes {ChclhclqCq) = mes ((CHaHK2){Kio>oCo)). L'ensemble 
ChclhK2 est union de mes(C HaHK2)mes{K2)~ 1 classes à gauche pour K2 et l'ensemble K\ciqCq 
est union de mes{KiaoCo)mes(K\)~ l classes à droite pour K\. On en déduit que 

mes ((C ifa/f.R^X-K'iaoCo)) ^ mes(CH(iHK2)mes(KiaoCo)mes(Ki)~ 1 mes(K2)~ 1 mes(K2Ki) 

Puisque mes(CH(iH K2) << o~p w {o>h)~ 1 et mes{K\aç)Co) « ôp i) (ao)~ 1 pour tous a// G ^4^,00 G 
Aq" on a bien 2) 

3) Il existe une constante c\ telle que valp (g) ^ wa/j? (<7~ 1- uo) + c\ pour tout 51 G Gq(F). On 
a donc valp (a,Hao) ^ valp (aQ 1 vq) + ci pour tous ao G ^4q", ajf G Ajj. Pour tout ao G Aq(F), 
notons ao,i la valeur propre de ao agissant sur ui. On a alors valp (aQ 1 Vo) = — valE{o>o,i) + 
v 0,1e (2) et valR (ao) = —valE(ao,i) pour tout ao G Aq . Le résultat découle alors de ce que 

sup(l,-val Ro (g)) « o(g) « sup (1, -val^g)) 

pour tout g G G (F) ■ 



12 Majorations d'intégrales cas r=0 

Lemme 12.0.5 // existe e > tel que E G °(h) « exp(-ea(h))E H (h) pour tout h G H (F). 

Preuve : Soient (z±i)±^i^ ro et (z±i)±^i^ ri des familles hyperboliques maximales de Vo et W 
respectivement. On a ro ^ r\. Soit Pg le sous-groupe parabolique minimal de Go qui conserve 
le drapeau 

Ezi C ... C Ezi . . . Ez ro 

Soit Aq^Go le tore des éléments qui stabilisent les droites Ezi pour i = ±1, . . . , ±ro et qui 
agissent trivialement sur l'orthogonal de l'espace engendré par ces droites. Soit Aq Gq l'ensemble 
des éléments de Ao : g {F) qui contractent Pg (F). Posons Aq H = Aq Go (~)H(F). D'après Bruhat- 
Tits, il existe un sous-ensemble compact T C H(F) tel que H (F) = TAq H T. On peut donc se 
contenter de montrer le lemme pour h = a G Aq H . Pour un tel a, on note aj la valeur propre 
de a agissant sur Zi pour i = ±1, . . . , ±r±. D'après le lemme II. 1. 1 de [W3] il existe un réel d tel 
que 

E G °(a) << 5p G (a) l l 2 a(a) d pour tout a G Aq Gq . Un simple calcul montre que l'on a 

S Pao ( fl ) 

et 

Sp H (a) 



\ u l\E I 2 \e • • • \ u ri | e 



1 id w -l\„ idw-3 i_ i<%+l-2ri 
| a l|E \ a 2\E ■ ■ ■ \ a ri\E 
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On a donc ôp Go (a) = Sp H {a)(\a\ \e ■ ■ ■ \a ri \e)- On en déduit qu'il existe e > tel que 

E G \a) 1 ' 2 « 5 PoH (a) l / 2 exp{-ea{a)) 

pour tout a € A^ H . D'après le lemme II. 1. 1 de [W3] on a aussi ôp H {a) 1 / 2 « E H (a) pour tout 
a € Aq H . Le lemme en découle ■ 

On reprend les notations de la section 11 : Pq, Ph , Aq, Ah, Aq, A h . Soient Cq C Gq(F) et 
Ch C H (F) des sous-ensembles compacts-ouverts tels que 

Go (F) = C H A+A+C 

(une telle décomposition existe d'après la proposition 11.0.1). Soient Aq et A l H les sous-groupes 
compacts maximaux de Aq(F) et Ajj(F) respectivement. On peut toujours supposer que AqCq = 
C et ChAjj = Ch- Posons = A^/Aq et = A H /A H . On identifie et A^ à des sous- 
ensembles de Aq(F) et Ah (F) via des sections. On a alors 

G (F) = C H A H A+C 
Pour toute fonction / mesurable à valeurs positives sur Gq(F) on a 




f(g)dg 



Lemme 12.0.6 Soient D un réel, N ^ 1 un entier et go G Go(F) alors l'intégrale 

X( 90 ,N,D)= [ ~ G °{gQ l g)~ G °{g)K N {g)a{g) D dg 

est convergente. De plus, à D fixé, il existe un réel R tel que 

X (go,N,D) «Z G »(g )a(g ) R N R 
pour tous go G Gq(F) et N ^ 1. 

Preuve : 

On fixe le réel D. Introduisons un paramètre auxiliaire ô > que l'on précisera plus tard. 
On a 

X (g , N, D) = x^sn(9o, N, D) + X >sn(9o, N, D) 

où on a posé 

X<6N(go,N,D)= [ l a<5N (g)E G ^g 1 g)E Go (g)K N (g)a(g) D dg 
JGo(F) 

et 

X>SN(go,N,D)= [ l a> s N (g)E Go (gQ 1 g)E Go (g)K N {g)a(g) D dg 
JGo(F) 

Pour tout réel D\ on a 

X&n(90,N,D) < (6N) D * ! E G o(g^g)E G "(g)a(g) D '^dg 

JGo(F) 
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Si D\ est assez grand, l'intégrale précédente est convergente. Fixons un tel D\. En introdui- 
sant une intégrale intérieure sur un sous-groupe compact-ouvert de Gq(F), on voit qu'elle est 
essentiellement majorée par E G °(go) pour tout go G Gq(F). On a donc une majoration 

(2) X&n(9o,N,D) « (ÔN) D ^(g ) 

pour tous go G Gq(F), N ^ 1, S > 0. Majorons à présent x>Sn(9o, N, D). Il existe un réel a > 
tel que l'on ait la majoration E G °(g'~ 1 g) << exp(aa(g'))E G ° (g) pour tous g, g' G Gq(F). On a 
par conséquent 

X>sn{9o,N,D) « exp{aa{g )) / l a>m {g)E G ° {g) 2 K N {g)a{g) D dg 

JG (F) 

pour tous <7o G Go(F), N ^ 1, <5 > 0. Il existe un réel ci > telle que pour tous kn G Cjï, fco S 
Co, an G ao G Aq on ait a(kHaHaoko) ^ ci + <r(a#) + <r(ao). Il existe aussi une constante 
C2 > telle que pour tous hu G Cn,ko £ Co,an G ^4^,ao G A,} et pour tout iV ^ 1 on ait 
K7v(^ff a iï a o^o) = 1 =£■ fa/^(ao,i) ^ C2-/V où ao,i désigne la valeur propre de ao agissant sur 
u\. Puisque <r(ao) << sup(l, fa^(ao,i)) pour tout ao G ^4^, quitte à agrandir la constante C2 
on peut remplacer wa/^(ao,i) par o-(ao) dans l'inégalité précédente. D'après le lemme 11.0.4 et 
l'inégalité (1), on a donc 



f l a>5N (g)Z Go (g) 2 K N (g)a(g) D dg « £ H G »(a ) 2 Op (a )- 1 ( T(ao) 

G ° (i?) \a eA+,a(aoHc 2 N 



X 



X] 1 CT >(<5-c 2 )Af-c 1 (a//)S Go (aH) 2 '5p JÏ (aH) V(o ff ) 

Il existe des réels Z?2 et e > tels que l'on ait les majorations E G °(ao) 2 << ôp (ao)a(ao) D2 , 
E H (a H ) 2 « ôp H (a H )(j(aH) D2 et E Go (h) « exp(-ea(h))E H (h) pour tous a G Aj", a// G 
Ajj, h G H(F). Le terme X>Sn{9o, N, D) est donc essentiellement majoré par le produit de 
exp(aa(go)) et des deux sommes 

ao eA+ ,a(a )^c 2 N 

et 

E exp(-ea(a // ))a(a // ) D+D2 

a H eAjj,a(a H )> (S-C2)N-ci 

La première somme est essentiellement majorée par une puissance de N et la deuxième par 
exp(—e'(S — C2)N) pour un certain e' > qui ne dépend que de e. Rassemblant cette majoration 
avec la majoration (2), on obtient 

X (go,N,D) « (oA0 Dl H G «(so) + exp(aa(go))N D *exp(-e'(5 - c 2 )N) 

pour tous go G Gç,(F), N ^ 1, S > (et pour un certain D3 > 0). On vérifie qu'il existe un 
réel (3 > tel que exp(—(3a(g)) << E G °(g) pour tout g G Go(F). Il suffit alors de prendre 

^ = - — — jj^ + C2 pour obtenir la majoration du lemme ■ 
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Lemme 12.0.7 Pour tout réel D, l'intégrale 

f E H (h)E G °{h)a(h) D dh 
Jh(f) 

est convergente. 

Preuve : D'après le lemme 12.0.5 pour tout d > on a une majoration 

E Go (h) « E H (h)a(h)- d 

pour tout h G H (F). Et d'après le lemme II. 1.5 de [W3], pour d assez grand l'intégrale 

/ E H {hfa{h) D ~ d dh converge. ■ 
Jh(f) 

Lemme 12.0.8 Pour tout réel D, l'intégrale 

[ f E G °{h)E H (h'h)E G °{h')a(h) D a(h') D dhdh' 
Jh(f) Jh{f) 

est convergente 

Preuve : Soit Ku un sous-groupe compact-ouvert de H (F). On a des majorations 

f E H (h'kh)dk « E H (ti)E H (h), a(k H h) « a (h) et E Go (k H h) « H G »(/i) pour tous h, h' G 
Jk h 

H (F) et pour tout ku G Ku- Par conséquent, en introduisant une intégrale intérieure sur Kh, 
l'intégrale de l'énoncé est majorée par une constante fois le carré de l'intégrale suivante 

/ E G "{h)E H (h)a{h) D dh 
Jh(f) 

qui est convergente d'après le lemme précédent. ■ 

Soient D et b > deux réels et N > 1 un entier. Posons 

I 1 (N,D)= f f E H (h)E G "(g)E G ^h- 1 g)K N (g)a(h) D a(g) D dhdg 
Jg (f) Jh(f) 

et 

I 1 (N,D,b)= [ [ l^ b (h)E H (h)E G ^g)E G ^h- 1 g)K N (g)a(h) D a(g) D dhdg 
JGo(F) JH(F) 

Lemme 12.0.9 Ces deux expressions sont convergentes. A D fixé, il existe des réels R et e > 
tels que 

1. F(N, D) « N R pour tout N ^ 1 

2. I 1 (iV, D, b) « N R exp(-eb) pour tout N ^ 1 et pour tout b > 

Preuve : Fixons un réel D. D'après les lemmes 12.0.5 et 12.0.6, il existe un réel R > et 
ei > tels que 

I\N,D) « N R [ E H (h) 2 exp(-e 1 a(h))a(h) D dh 

JH(F) 
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l\N,D,b) « N R [ l a ^ b (h)E H (h) 2 exp(-e 1 a(h))a(h) D dh 

JH(F) 

pour tout N ^ 1 et pour tout b > 0. Pour tout e' > 0, l'intégrale / E H (h) 2 exp(—e a(h))a(h) D dh 

JH(F) 

est convergente. On en déduit la première majoration de l'énoncé. Pour h G H{F) tel que 
a(h) ^ b on a exp(— ei<r(/i)) ^ exp(—eib/2)exp(—eicr(h)/2). On en déduit la deuxième majora- 
tion de l'énoncé avec e = e±/2 ■ 



13 Majorations d'intégrales cas général 

Pour N ^ 1 un entier et D un réel, on pose 

I(N,D)= [ E G (g) 2 K N (g)a(g) D dg 
JG{F) 

Proposition 13.0.2 Cette intégrale est convergente et le réel D étant fixé, il existe un réel R 
tel que 

I(N,D) « N R 

pour tout N ^ 1. 

Preuve : Fixons le réel D. Les fonctions E g ,kn et a étant invariantes à droite par K et la 
fonction njy étant invariante à gauche par U(F), on a 

I(N,D)= / Kjv(m) / E G (mu) 2 a(mu) D dudm 

J M(F) JU{F) 

D'après la proposition 2.1.1, il existe un réel D' tel que I(N, D) soit essentiellement majorée 

par 



/ E M (m) 2 KN{m)a(m) D dm 
Jm(f) 



'M(F) 

pour tout N ^ 1. On a M (F) = A(F) x G {F) et 

Kjv(m) = n N (a)n N (g ), a(m) « a(a)a(g ), E M (m) = E G °(g ) 

pour tout m = ago G M{F) = A(F)Gq{F). L'intégrale précédente est donc essentiellement 
majorée par 

/ K N (a)a(a) D> da / E Go (g ) 2 K N (go)o-(g ) D ' dg 
JA(F) Jg (f) 

pour tout N ^ 1. D'après le lemme 12.0.6, l'intégrale sur Gq{F) est essentiellement bornée par 
une puissance de N et il n'est pas difficile de vérifier qu'il en va de même de l'intégrale sur A(F). 



Soit c^Oun nombre réel. On définit U (F) c comme l'ensemble des éléments u G U (F) qui 
vérifient valp{Tr{h{uVi, V-i-i))) ^ — c pour i = 0, . . . , r — 1. Pour c ) un réel et n G Kl, on 
pose 

A n , c = {u G f/(F) c ; g— 1 < E M {mp{u))&p(mp{u)) 1 / 2 ^ q~ n } 
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Lemme 13.0.10 II existe des réels e > et a > tels que l'on ait la majoration 

mes(A niC ) « g^-H- 

pour tout c ^ et tout n G N 

Preuve : Si Vq est anisotrope, c'est le corollaire 2.4.1 appliqué à Q = P, à un certain sous- 
groupe parabolique minimal P m in de G tel que P soit antistandard et à certaines formes linéaires 
l a , a G A. Si Vo n'est pas anisotrope, les résultats de la section 2.4 ne peuvent pas s'appliquer 
directement. On peut alors trouver deux vecteurs isotropes ei,e_i G Vo vérifiant vo = e\ + e_i 
et /i(ei,e_i) = fo/2- Fixons deux tels éléments ei,e_i. Pour c ^ on définit U{F)' C comme 
l'ensemble des éléments « G U(F) qui vérifient val F (Tr(h(uVi,V-i-i))) ^ — c pour i = 1, . . . ,r — 
1 et val F (Tr(h(uei,V-i))) ^ — c. Alors les résultats du paragraphe 2.4 s'appliquent à U(F)' C . 
En particulier, il existe des nombres réels t\ > et ct\ > de sorte que l'on ait une majoration 

mes{u G [/(F)^; q^ 1 < ^(m^jj^tmpffi)) 1 / 2 ^ « 

pour tout c ^ et pour tout n G N. Soit 5 > un réel que l'on précisera plus tard. On a pour 
tout n G N et tout c ^ 

^n,c = (A n , c n t/(F)' 5 J U (A n , c \[/(F)' 5 J 

D'après ce qui précède, la mesure de A nfi C\U {F)' Sn est essentiellement majorée par qn{i-ei+aiS) _ 
Soit B n le sous-ensemble de U (F) des éléments u qui vérifient g-™" 1 < ^ {mp(u))5p{mp{u)) l l 2 ^ 
g - ™. On a alors 

mes(A niC \U(F)' 5n ) = / l Bn (u)l u{F)c \ u{F y (u)du 
Ju(F) 

Pour À G Op, soit a(A) l'élément de Go(F) qui envoie ei sur Aei, e_i sur A _1 e_i et qui agit 
trivialement sur l'orthogonal de Ee\ © Ee~i dans Vo- La conjugaison par a(\) pour A G 
laisse stable U (F) et ne change pas la mesure. Par conséquent on a 

mes(A n:C \U(F)' Sn ) = / / l Bn (a(A)na(A) _1 )l ;7(F)cW(F y (a(A)«a(A) _1 )dueZA 



où <iÀ est la mesure de Haar sur O f qui donne une mesure totale de 1. On ne perd rien à 
supposer que les a(A) pour A G O p sont dans le sous-groupe compact spécial de G(F) qui 
permet de définir les éléments m-p et qu'ils laissent stable H M par translation à gauche. On a 
alors lB n (a(X)ua(X)~ 1 ) = lB n (u) pour tous u G U(F),X G Op. On en déduit que 

mes(A njC \U{F)' Sn ) = IbM l u{F)c \ u{F y(a(X)ua(X)- 1 )dXdu 

Ju(F) Jo* 

Soit u G U{F) et posons u\ = Tr(h(uei,v^\)) et u_i = Tr(/i(ne_i, V-i))- Si l'intégrale 
intérieure est non nulle, on a val F (u\) < —ôn. Supposons que ce soit le cas. On a alors l'égalité 

1 U(F) c \u(Fy Sn (aWua(X)~ 1 )dX = l„ a / F> _ c (A"V + Xu-i)dX 



On vérifie aisément que l'intégrale précédente est essentiellement majorée par q val F{ui)+c 
pour tous c ^ 0, u±, U-i G F x . On en déduit que mes(A n ^ c \U(F)' Sn ) est essentiellement majorée 
par mes(B n )q~ Sn+c . D'après les lemmes II. 3. 4 et II. 4. 3 de [W3] alliés au fait que la fonction H M 
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est bornée par 1, il existe un entier d tel que l'on ait une majoration mes{B n ) « n d q n pour 
tout n G N. Pour 6 qui vérifie < 6 < e\jct\ on obtient le résultat du lemme en sommant les 
majorations obtenues pour mes(A n ^ c n U(F)' Sn ) et mes(A n ^ c \U (F)' Sn ) ■ 



Lemme 13.0.11 II existe un réel e\ > tel que pour tous réels eo, c, C vérifiant c ^ 0,(7 > et 
€q < e±, l'intégrale 

/ l a ^c{u)E M {m-p(u))&p(m-p(u)) 1 / 2 exp(e a(u))du 

JU(F) C 

est convergente. De plus, il existe un réel a > tel que cette intégrale soit essentiellement majorée 
par exp{—{e\ — eç,)C + ac) pour tout c ^ pour tout C > et pour tout eo < e±. 

Preuve : D'après le lemme II. 3. 4 de [W3] et puisque la fonction E M est bornée, il existe 
deux réels ci,C2 > tels que E M \m-p(u))ô-p(u) 1 / 2 ^ c\exp{— C2cr(u)) pour tout u € U(F). La 
convergence et la majoration de l'énoncé sont alors des conséquences faciles du lemme précédent : 
il suffit de découper l'intégrale en un somme d'intégrales sur les A n>c pour n ^ 0, de remarquer 
que les termes de la somme pour n ^ c^C — log{c\) — 1 sont nuls et de majorer a(u) par 
n + l + log(ci) 

pour u G A n c U 

C2 

Pour D, c > deux réels et m G M (F). Posons 



X(c,D,m)= / E G {um)a{u) D du 

JU(F)r 



'U(F) 

Proposition 13.0.3 L'intégrale précédente est toujours convergente et à D fixé, il existe un réel 
R tel que l'on ait la majoration 

X(c,D,m) « c^im^pimf^aim^ 
pour tout m £ M (F) et pour tout c ^ 1. 

Preuve : Fixons un réel D. Introduisons un paramètre auxiliaire b > que l'on précisera plus 
tard. On a X(c, D, m) = X^(c, D, m) + X > f ) (c, D, m) où 



X<^b(c,D,m)= / l a$ ^b(u)E G (um)a(u) D du 

JU(F)r 



'U(F) 

et 



X > b(c,D,m)= / l a> i 1 (u)E G (um)a(u) D du 
Ju(F) n 



^ D - D 'du 



'U(F) 

Pour tout réel D' on a 

X <b (c,D,m) D ' / E G (um)a(uy 
JU(F) 

D'après la proposition II. 4. 5 de [W3], si D' est assez grand, l'intégrale précédente est essen- 
tiellement majorée par 5p{m) l / 2 E M (m) pour tout m G M(F). Fixons un tel D' . Il existe un 
réel /3 > tel que l'on ait la majoration E G (gg f ) << E G (g)exp((3a(g')) pour tous g, g' G G(F). 
On en déduit la majoration 
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X >b (c, D, m) « exp{f3a(m)) \ l a>b (u)E G (u)a(u) D du 

JU(F) C 

pour tout m G M (F) pour tout c > et pour tout b > 0. D'après [W3], lemmes II. 1.1 et II. 3. 2, 
il existe un réel D" tel que 

E G {g) « zM im _ ig))ô _ im _ {g)) i/2 a{g) D>> 

pour tout g G G (F). On en déduit que 

X >b (c,D,m) « exp(pa(m)) [ l a>b (u)E M \mp(u))ôp(m-p(u)) 1/2 a(u) D+D " du 

JU{F) C 

pour tout m G M(F) pour tout c > et pour tout b > 0. D'après le lemme précédent, il 
existe deux réels e > et a > tels que l'intégrale précédente soit essentiellement majo- 
rée par exp(—eb + ac) pour tous b, c > 0. Il existe un réel 7 > tel que exp(—'ja(m)) « 

H M (m)(5p(m) 1 / 2 pour tout m G M (F). Il suffit de prendre b = — — ^^ cr ^ m -^ it ac pour obtenir 
la majoration de l'énoncé ■ 



Corollaire 13.0.1 Pour tous réels D et c ^ 0, les intégrales 
1. 

E H (h)E G {hu)a(hu) D dudh 



L 



IH(F)U(F) C 

2. 



[ [ E G (hu)E G (h'h)E G (h'u')a(hu) D a(h'u') D du'dh'dudh 

JH(F)U{F) C JH{F)U(F) c 
sont convergentes. 

Preuve : On peut effectuer dans les deux intégrales le changement de variable u i-> h~ 1 uh. 
Puisque la conjugaison par H (F) préserve U(F) C , on obtient les mêmes intégrales où hu a été 
changé en uh. Le point 1. est alors une conséquence de la proposition 13.0.3 et du lemme 12.0.7 
et le point 2. une conséquence de la proposition 13.0.3 et du lemme 12.0.8 ■ 



Proposition 13.0.4 Soient c > et e > deux réels. Il existe un réel t\ > tel que pour tout 
€q < t\ et pour tout h G H (F), l'intégrale 

/ exp(eoa(u))E G (hu)du 

JU(F) C 

soit convergente et que de plus elle soit essentiellement majorée par exp(ea(h))E G ° (h) pour tout 
€q < t\ et tout h G H (F). 

Preuve : Fixons c > et e > deux réels. Introduisons un paramètre b > que l'on précisera 
plus tard. Pour tout réel eo on a l'égalité 

/ exp(eoa(u))E G (hu)du = / l a ^ b (u)exp(eoo~(u))E G (hu)du 

JU(F) C JU(F) C 



+ / l a>b {u)exp{eoa{u))E G (hu)du 

JU(F) C 
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Notons 7^5 (eo, h) et i>5(eo, h) la première et la deuxième intégrale qui apparaissent dans la 
somme ci-dessus. Pour tout réel D' on a une majoration 



/ a (e , fc) < b D 'exp(e b) f E G (hu)a(u)- D ' 

JU(F) 



du 

U(F) 

D'après la proposition II. 4. 5 de [W3], pour D' assez grand l'intégrale précécente est essen- 
tiellement majorée par E °(h) pour tout h € H (F). On fixe un tel D'. Il existe un réel (3 > 
tel que E G {gg') << exp(f3a(g))E G (</) pour tous 5,5' € G (F). On en déduit la majoration 



I >b (e ,h) « exp(/3a(h)) / l (T>6 (u)exp(eoo-(u))H tT (îx)(iîx 

■/î7(F) c 

pour tout eo, pour tout b > et pour tout /i € H (F). D'après [W3], lemmes II. 1.1 et II.3.2, il 
existe un réel D" tel que 

E G (g) « ~M {m _ {g))â _ {m _ {g)) i/2 a{g) D» 
pour tout g G G (F). On en déduit la majoration 

!>&(eo, h) « exp(/3<r(h)) / l a>b {u)E M (m^(u))5^{m-p{u)) 1 ^ 2 exp{eç,a(u))cr(u) D du 

JU{F) C 

pour tout eo, pour tout b > et pour tout h € H (F). D'après le lemme 13.0.11, il existe un réel 
e\ > tel que pour tout réel eo < e^, l'intégrale précédente sans le <j{u) d soit convergente et 
essentiellement majorée par exp(—(e' 1 — €o)b) pour tout b > et pour tout eo < é x . Soit e' x > €2 > 
un réel, on peut majorer le terme a(u) D par une constante multipliée par exp{e2(j(u)). On en 
déduit que l'intégrale précédente est convergente pour eo < e'i — (-2 et qu'elle est essentiellement 
majorée par exp( — (e' l — €2 — co)b) pour tout b > et tout eo < e[ — €2- En particulier on a la 
majoration suivante 

I >b (e ,h) « exp((3a(h))exp(-(e' l - e 2 )b/2) 
pour tout b > 0, pour tout h G H (F) et pour tout eo < (e\ — C2)/2. Il existe un réel 7 > tel que 
exp(—"/a(h)) << E Go (h) pour tout h € H (F). Pour b < ; Q n a la majoration de l'énoncé 

pour le terme /^b( e 0, Pour 6 > — — — <j(/i) et eo < (e^ — C2)/2 on obtient la majoration de 

Cl — £2 

l'énoncé pour le terme />è(eo,/i). On peut trouver un b tel que les trois inégalités précédentes 
soient vérifiées si 

e < min ((ei - e 2 )/2, e(e; - e 2 )/(2(/3 + 7))) 

Il suffit donc de prendre e\ = min((e' 1 — C2)/2, e(e' x — e 2 ) / (2(/3 + 7))) pour obtenir le résultat 
de l'énoncé ■ 

Soient D un réel, c et c' deux entiers tels que é ^ c > et m, m 1 G M (F). Posons 

X(c,D,m,m')= / / E G (um)E G (vum')a(v) D a(u) D dvdu 
Ju(F) JU(F) C 

X(c,c',D,m,m') = / / E G (um)E G (vum')a(v) D a(u) D dvdu 

Ju(F)-U(F) n , Ju(F) c 
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Lemme 13.0.12 Les intégrales ci-dessus sont convergentes et à D fixé, il existe un réel R et un 
réel e > tels qu 'on ait les majorations 

1. 

X(c,D,m,m') « c R a{m) R a(m') R ôp{m) 1/2 ô P (m') 1 / 2 E M (m)E M (m') 
pour tous m, m' G M (F) et tout c ^ 1. 

2. 

X(c, c', D, m, m') « exp(-ec , )^T(m) R ^ 7(m / ) ^^ ^p(m) 1 / 2 ^p(m , ) 1/2 H M (m)H M (m , ) 
pour tous m, m' G M (F) et tout d ^ c ^ 1. 

Preuve : Pour c G N et x G F on pose val c (x) = min(0, t>a/p(À) +c). Pour u G U(F)/U(F) C 

r-l 

on définit val c (u) = val c (Tr(h(uVi, V-j-i))). Montrons que : 
i=0 

(1) Il existe un réel D\ tel que l'on ait la majoration 

f ïF{vum)o{vum) D dv « (c - mZ c (u))%™' c(u V(m) D M P (m)V 2 S M ( m ) 

pour tout m G M (F), tout c ^ 1 et tout n G U{F). 

Pour a G A(F)nif on peut remplacer E G (-uum) et o~(vum) par H G '(aTOma~ 1 ) et (jfawmo" 1 ) 
et on peut alors intégrer sur A{F) PI -fT. Puisque a commute à m et normalise U(F) C , on obtient 

/ E G (vum)a(vum) D dv « / / rF {vaua~ 1 m)a{vaua~ 1 m) D dvda 

Ju(F) c Ja(F)C\K Ju(f) c 

L'application 

n F -> U{F)/U{F) C 



a i-> atta 1 



a son image incluse dans U(F) c _ va i c ^/U(F) c et son jacobien est borné par q"p lc<yU \ On en 
déduit que 

/ E G (vum)a(vum) D dv « q^ lc ^ / E G (vm)o-(vm) D dv 

JU(F) C " JU{F) c _ valc(u) 

La proposition 13.0.3 permet alors d'obtenir la majoration (1). 

Dans les expressions définissant X(c, D,m,m') et X(c' , c, D,m,m') on peut écrire l'inté- 
grale sur U(F), respectivement sur U(F) — U(F) C >, comme une double intégrale sur U(F) C 
et sur U(F)/U(F) C , respectivement comme une double intégrale sur U(F) C et sur (U(F) — 
U(F) C ')/U(F) C . D'après (1), on a les majorations 

X(c, D, m, m') <<a(m) V™0 R MH 1/2 M™0 1/2 S M (m)H M (m') 

q 2 ; alc{u \c-val c (u)) D 'du 



s 

JUi 



IU(F)/U(F) C 

et 
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X(c', c,D,m,rri) « a(m) R a(m') R ôp(m) 1 ^ 2 ôp(m / ) 1 ^ 2 E M (m)E M (m) 

[ q F valc{u \c-val c {u)) D ^du 
JU{F)-U(F) C ,/U(F) C 

pour tous m, m 1 G M (F) et pour tous d ^ c ^ 1. Les deux majorations de l'énoncé découlent 
alors des majorations suivantes 



f q F va ^ x \c-val c (x)) D ^dx«c 1 

JF/VZ C 



'F/Pi 

et 



f q 2 ^ alc{x \c - val c (x)) Dl dx « exp(-ec') 

J(F-p-/)/p- c 

qui sont vérifiées pour certains réels D2 et e > ■ 

Soient D, C > 0, c > trois réels et N ^ 1 un entier. Posons 



X {c,C,N,D)= / l CT>c (n)H M (m)H G (um)Kjv(m)5p(m)- 1/2 CT(u) D CT(m) D dMdm 

Lemme 13.0.13 Cette expression est convergente. Le réel D étant fixé, pour tout réel R il existe 
un réel (5 > tel que 

X (c,C,N,D) « exp{-cR)N- R 
pour tout c> 0, N ^ 1 et tout C tel que C ^ f3(log(N) + c). 

Preuve : Fixons le réel D. Il existe un réel D' tel que 

pour tout g G G (F). En particulier on a 

E G (um) « S M (m- 1 mp(u- 1 ))<5p(m) 1 / 2 ( 5 ? (mp(u- 1 )) 1 / 2 ( 7(«) I3 ' f 7(m) D ' 

pour tous m G M(F),u G U(F). En effectuant le changement de variable u H> n -1 on en déduit 
que x(c, C, AT, D) est essentiellement majoré par 

f l a> c{u)5p{mp{u)) l l 2 a{u) D+D ' f E M \m- 1 m T (u))E M \m)a{m) D+D ' K N {m)dmdu 
JU(F) C ' JM(F) 

pour tout c > 0, pour tout C > et pour tout N ^ 1. Réécrivons l'intégrale sur M (F) en un 
intégrale sur Gq(F) et -A(-F). On a la majoration o~(ago) « a(a)a(go) pour tous a G ^4(-P), <?o £ 
Gq(F). L'intégrale sur M (F) est donc essentiellement majorée par le produit des intégrales 

KN(a)a(a) D+D da 

A(F) 

et 
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f E G ^g )E G ^g 1 g (mp(u)))a(g ) D+D 'K N (g )dg 
JGo(F) 

où pour m G M (F) on définit go(m) comme l'unique élément de Gq(F) tel que mgQ(m)~ l G 
A(F). Comme on l'a déjà vu, la première intégrale est essentiellement majorée par N Rl pour un 
certain réel R\ > 0. D'après le lemme 12.0.6, il existe un réel R2 tel que la deuxième intégrale 
soit essentiellement majorée par N R2 E G ° (go(m-p(u)))a(go(m-p(u))) R2 pour tout u G U(F) et 
tout N ^ 1. On a évidemment rF° (go(m-p(u))) = E M (m-p(u)) pour tout u G U(F). On a aussi 
une majoration a(go(m-p(u))) << <j{u) pour tout u G U(F). On en déduit que %(c, C, N, D) est 
essentiellement majorée par 

N Rl+R * [ l^ c ( îl )^(m F ( M )) 1 / 2 S M (m ? ( îl ))a( !1 ) I)+ ' } ' +fi2 à 
JU(F) C 

pour tout c > 0, pour tout C > et pour tout TV ^ 1. Il ne reste plus qu'à évoquer le lemme 
13.0.11 pour obtenir la majoration de l'énoncé ■ 

Soient D et C deux réels et c,d,N trois entiers naturels tels que C,c,d,N ^ 1. Pour 
m G M(F),h G H(F),u, u' G U(F) on pose 

0(m, /i, n, u , D, N) = E H (h)E G (um)E G (uhum)K N (m)a(u) D a(u) D a{h) D a(m) D ô P (m)- 1 

On pose aussi 

I(c,N,D)= / / / </>(m, h, u, u' ,D,N)du' dudhdm 

JM(F) Jh(F)U(F) c Ju(f) 

I(c,c,N,D)= / / / <f)(m, h, u, u ,D,N)du dudhdm 

Jm(F) JH(F)U(F) c Ju{F)-U(F) c , 

I(c,c' , N,C, D) = / / / l a ^c(hu)cf)(m, h, u, u' , D, N)du' dudhdm 

Jm(F) Jh(F)U(F) c Ju(f) c , 

Proposition 13.0.5 Les expressions ci-dessus sont convergentes et à c et D fixés on a les 
majorations suivantes 

1. Il existe un réel R tel que 

I(c,N,D)«N R 

pour tout N ^ 1 

2. Pour tout réel R, il existe a > tel que 

I(c,c',N,D) « N- R 

pour tout N ^ 2 et tout ë ^ alog(N) 

3. Pour tout réel R, il existe a > tel que 

I{c,c',N,C,D) « N- R 
pour tout N ^ 1, tout c' ^ 1 et tout C ^ a(log(N) + c') 
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Preuve : Effectuons dans la première intégrale le changement de variables u' >— » h~ 1 u'h et 
majorons afo^u'h) par a(h) 2 a(u'). On reconnaît l'intégrale intérieure sur U(F) C et U(F) : 
c'est X(c,D,m,hm). D'après le 1. du lemme 13.0.12, il existe un réel R tel que I(c,N,D) soit 
essentiellement majoré par 

E H {h)E M {hm)E M {m)a{m) D+2R a{h) D+R K N {m)dmdh 

H (F) J M(F) 

pour tout N ^ 1. L'intégrale intérieure est essentiellement majorée par le produit de 

K N (a)a{a) D+2R da 



s 



IA(F) 
et 

/ E Go (hg )E Go (g )a(go) D+2R K N (g )dg 
JGo(F) 

La première intégrale est essentiellement majorée par une puissance de N. D'après le lemme 
12.0.6, il existe un réel R' telle que la deuxième intégrale soit essentiellement majorée par 
E Gt) (h)a(h) R ' N R> . D'après le lemme 12.0.7, l'intégrale 

/ E G °(h)E H (h)a(h) D+R+R 'dh 
Jh(f) 

est convergente. On en déduit la première majoration de la proposition. En utilisant le 2. du 
lemme 13.0.12 pour majorer l'intégrale intérieure sur U(F) C et U(F) dans I(c,c',N,D) et en 
effectuant les même manipulations que précédemment on obtient la même majoration multipliée 
par exp(-ec') pour un certain e > 0. On en déduit la deuxième majoration de l'énoncé. 

On a la majoration I(c,é ,N,C,D) ^ I(max(c,c'),max(c,c/),N,C,D). Pour établir 3., il 
nous suffit de majorer I(c, c, N, C,D) à D fixé. Introduisons un paramètre b > que l'on précisera 
plus tard. L'expression I(c, c, N, C, D) est majorée par la somme de deux intégrales similaires 
I^b(c, c, N, C, D) et /<b(c, c, N, C, D) où on a échangé le terme l a ^c(hu) par les termes l a ^b(h) 
et l a< f ) (h)l a -^c-b( u ) respectivement. D'après la proposition 13.0.3, il existe un réel D' tel que 
I^b(c, c, N, C, D) soit essentiellement majoré par le produit d'une puissance de c et de 

l a>b (h)E H (h)E M (hm)E M (m) KN (m)a(h) D 'a(m) D 'dmdh 

'h(f) jm(f) 

pour tout N ^ 1 et pour tous c, C, b > 0. On peut comme on l'a fait plusieurs fois décomposer 

l'intégrale sur M (F) en un produit d'une intégrale sur A(F) et d'une intégrale sur Go(F). Comme 

on l'a aussi vu plusieurs fois, l'intégrale sur A{F) est essentiellement majorée par une puissance 

de N. On reconnaît l'intégrale sur Go (F) : c'est I 1 ( N, D' , b) . Cette intégrale est majorée par le 

lemme 12.0.9. Alliant cette majoration aux précédentes, on en déduit qu'il existe deux réel R\ 

et ei > tels que /^(c, c, N, C, D) soit essentiellement majorée par c Rl N Rl exp(— e\b) pour tout 

^ , „ „ . ,. (R + Ri)log(N) + Rilog(c) „ 

N ^ 1 et pour tous c, 6, b > 0. En particulier pour b = , 1 expression 

ei 

7^6 (c,c, N,C, D) est essentiellement majorée par N~ R . On fait dorénavant ce choix pour b. 

Il reste à majorer I>f,(c, c, N, C, D), on effectue les changements de variable u' i-> hvlhr 1 et 
u i y uu'^ 1 . On majore (t(mm' _1 ) par a(u)a(u') et l^c-biuu'^ 1 ) par l^^ c _ b y2{u) + ^(c~b)/2{ u ')- 
On obtient que I<b(c, c, iV, C, -D) est essentiellement majoré par l'intégrale sur H (F) du produit 
de l a<b (h)E H (h)cr(h) D et de l'intégrale 
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f f f (l>(C-6)/2(«) + ^(C-i)/2(«'))S G Km)S G («/im)Kiv(m)ff(u') 20 a(î 1 ) D ff (m) D 
Jm{f) Ju(f) c Ju(f) c 

8p(m)~ 1 dudv! 'dm 

pour tout c > 0, pour tout C > et pour tout N ^ 1. Cette intégrale est somme de deux 
intégrales similaires. Il suffit donc de borner l'une des deux. Considérons l'intégrale où on a fait 
disparaître le termer l^( C _ b y 2 (u), on reconnaît l'intégrale sur u : c'est X(c,D,hm). D'après le 
lemme 13.0.12, elle est essentiellement majorée par c R2 E M (hm)ôp(m) l / 2 a(m) R2 pour un certain 
réel i?2- On en déduit que />&(c, c, N, C, D) est essentiellement majorée par l'intégrale sur H (F) 
du produit de c R2 l a<b (h)E H (h)a(h) D et de l'intégrale 

/ / l >{c _ b y 2 (u)E M (hm)E G (u'm)K N (m)a(u') 2D a(m) D+R2 S P (m)- 1 / 2 dudm 
JM(F) Ju(F) c 

pour tout c, pour tout C > et pour tout TV ^ 1. Il existe un réel j3i tel que 5 w (mm') << 
exp(f3\o(m))E M (m') pour tous m, m' G M (F). L'intégrale précédente est donc essentiellement 
majorée par le produit de exp(f3\a(h)) et de x(c, (C — b)/2,N,2D). D'après le lemme 13.0.13, 
pour tout réel R', il existe un réel ai tel que ce dernier terme soit essentiellement majoré par 
exp(—cR')N~ R pour tout N ^ 1 et pour tous c > 0, C > vérifiant C — b ^ ai(7og(iV)+c). L'in- 
tégrale sur H{F) de l u<b (h)E H (h)a(h) D exp(f}\a(h)) est majorée par le produit de b D exp((3\b) 
et de 

/ l a<b (h)dh 
Jh(f) 

D'après l'inégalité 4.3(1) de [W2], cette intégrale est essentiellement majorée par exp(R^b) 
pour un certain réel R3. Au final, I <b (c, c, N, C, D) est essentiellement majoré par 

c R2 exp(-cR / )N- R 'b D exp((/3 1 + R 3 )b) 

pour tout iV ^ 1 et pour tout c > 0, C > vérifiant C — b ^ a.\(log(N) + c). D'après notre choix 
de b, le terme b D exp((f3\ + Rs)b) est essentiellement majorée par le produit d'une puissance de 

c et de N 2e i . La puissance de c multipliée par c R2 exp(—cR') est essentiellement majorée par 
1. Pour R' = R+ R 2e Rl ; on obtient la majoration de l'énoncé ■ 

14 Entrelacements tempérés 

Soient n G Temp(G), a G Temp(H) et fixons des produits scalaires invariants sur E n et 
Pour e, é G i^, e, e' G i? ff et c G N, on pose 

Ar,<r,c(e' <8> e', e (g) e) = / (a(h)e' ,e)(e' ,ir(hu)e)Ç(u)dudh 

Jh(F)U(F) c 

D'après le corollaire 13.0.1, £ 7rj(T)C (e / <8>e / ,e<8>e) est défini par une intégrale convergente. Pour 
tout réel c' > notons wa(c') l'ensemble des a G A(F) qui vérifient val f (en — 1) ^ c' pour 
i = 1, . . . ,r. 
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Lemme 14.0.14 Soit d ^ 00 un réel, il existe un réel cq ^ tel que pour tout tt G Temp(G), 
pour tout a G Temp(H), pour tous e, ë G E^ A ^° \ pour tous e, d G E a et pour tout c ^ Co on ait 

^TT,a,c( e ' <g e', e (g e) = C n ^ jCo (e' (g) e', e (g) e) 
Preuve : Fixons d > et soient e, e' G £^ M<C ^ et e, e' G E a . On a alors, pour tout c ^ 0, 

£>ir,o,c{^ <8> e', e (g e) = / (a(h)d ,e)(d ,ir(hu)e) / Ç(aua~ 1 )dadudh 

JH(F)U{F) C JwaW) 

Il existe un réel co ^ 0, tel que J* WA ( C /) £,(aua~ l )da = pour tout u G Î7 (i 7 ") — U(F) Co , ce qui 
permet de conclure ■ 

Posons 

C-k,c{z' (g e', e (g e) = /im c ^ 00 £ 7ri(TiC (e / g> e', e (g e) 

On a 

C n ^(o-{h')e (g ir(hu)e, e (g 7r(u )e) = £(u~ V )£ 7r , (T (e / <g> e, a(h~ 1 )e (g 7r(/t /_1 )e) 

Pour tous h, h' G H (F), u,u' G f/(F) ,e, e' G E w , e,d G Il est alors facile de vérifier que 
£tt,<t 7^ entraîne Homn,^,^) / 0. L'objectif de cette section est d'établir la réciproque. 

14.1 Un lemme sur les entrelacements 

Fixons des données (u^)j=o,...,z, Pç>, Ph, Aq, Ah comme dans la section 11 et des compacts- 
ouverts Cq C Gq(F) et Ch C H (F) qui vérifient la conclusion de la proposition 11.0.1. On 
peut toujours supposer que ChA h = Ch et AqCo = Cq, ce que l'on fait. On a alors Go(F) = 
C H A H A+C d'où M (F) = C H A H A+A{F)C . Posons P ,G = PqAU et A , G = AA . Ce sont 
respectivement un sous-groupe parabolique minimal et un tore déployé maximal de G. On note 
Aq G l'ensemble des éléments de Ao^iF) 

qui contractent Pq^q{F) . On pose A^- — A^/Â^, — 
Aq/A^, A g = Aq G /Aq G que l'on identifie à des sous-ensembles de A h ,Aq et Aq G via le choix 
de sections. 

Lemme 14.1.1 Soient T\ et T2 des sous-groupes compacts- ouverts de G (F) et H (F) respec- 
tivement. Il existe un sous-ensemble compact-ouvert Cm C M{F) et des sous-groupes ouverts 
K\ C K, K2 C Kh tels que pour tous tt G Irr(G),a G Irr(H) pour tout l G H orna ^(^, c) on 
ait 

1. Pour tout e G E^ 1 et pour tout m G M (F) - C H A H A^ G C M , 

l(ir(m)e) = 

2. Pour tous e G E^ , e v G et pour tous h G ChA h , m G A^ g Cm ; on a 

< e v ,/(vr(/im)e) >=< a v (e K2 )a v (h^y , l(ir(e Kl Mm)e) > 

Preuve : 

1-Pour m G M{F) et une décomposition m = knciHCoako avec kn G Cn,ko G Co,an G 
^4^, ao ^ ^0" et a G ^(i 7 )- On a alors l{iï{m)e) = a(kHCtH)l{ 7r ( a o a ko) e ) ■ Puisque Co est compact, 
il suffit de montrer qu'il existe un compact Co,g C -Ao,g(.F) ne dépendant que de T\ tel que 
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Z(7r(a)e) = pour tout a G AqA(F) — Aq G Cq,g et tout e G E^ 1 . Il existe certainement un 
compact Co,g C Aq : q(F) tel que pour tout a G AqA(F) — AqqCq^q on a it aFia^ 1 n (U(F) — 
KerÇ) 7^ (on utilise ici le fait que vq = (u\ + u_i)/2 avec les notations de la section 11). Pour 
un tel a et u G aTia~ l n (U(F) — Ker^) on a alors Z(*7r(a)e) = i(7r(wa)e) = £(u)Z(7r(a)e) d'où 
i(7r(a)e) = 0. 

2- Résulte de ce que l'application produit U x Pjj x Po,G —> G est submersive à l'origine 
(d'après le lemme 11.0.1) ■ 

14.2 Entrelacements dans une famille d'induites 

Fixons un sous-groupe de Levi minimal de H défini sur F ainsi qu'un sous-groupe compact 
spécial Kh de H (F) en bonne position par rapport à ce Levi minimal. Soient Q = LUq et 
R = SU s des sous- groupes paraboliques semistandards de G et H respectivement et p et r 
des représentations irréductibles de la série discrète de L(F) et S (F) respectivement. Pour tous 
À G iA* L F et p G iAg p on note ir\ = iq(p\) et = i^(r^). Les représentations tï\ se réalisent 
dans un espace commun JCq de fonctions sur K et les représentations se réalisent dans un 
espace commun K\\ T de fonctions sur Kh- On peut munir comme en 1.5 ces deux espaces sont 
munis de produits scalaires invariants. On utilise ces produits scalaires pour définir les formes 
sesquilinéaires C nx>a pour tout (À, p) G iA* L F x iA* s F - On notera À i-> m(p\) et p, i-> m.(r M ) les 
mesures de Plancherel. 

Proposition 14.2.1 On conserve les notations précédentes. Alors 

(i) Pour tous e, e' G /Cg ef e, e' G /C|j T , /a fonction (A, /Lt) h-> £^ Aj(T ^(e / ® e', e ® e) esi analytique 
sur iA* L F x 

(m,) 5"iZ existe Xq G 2*4^ F et po £ iA* s F tels que £nx ,a m 7^ a/ors pour Zouf À G iA* L F et tout 
p G iA* S F on a £^ Ajt7(J 7^ 0. 

Preuve : (i) Fixons e, e' G /Cç p et e, e' G /C|g T . Pour tous A G iA* L F , p G iA* s F on a 
C nx ,o- u( e ' ® e', e ® e) = C^ x ^ a c {é ® e', e ® e) pour c assez grand. On peut choisir un entier co à 
partir duquel l'égalité précédente est vérifiée qui ne dépend que des stabilisateurs de e et e' dans 
i^nK. Par conséquent on peut trouver un entier c tel que l'égalité soit vérifiée simultanément 
pour tous (X,p). On a alors 

^ A ,<7 ® e',e ® e) = / [a^{h)e , e)(e', ■ïïx{hu)e)1{u)dudh 

Jh(f)u(f) c 

pour tous (A, /x) G x i^4^^. 

Il suffit de vérifier que cette intégrale est encore uniformément convergente pour (A, p) dans 
un voisinage de iA* L x i.4^. C .4^ c x A* s c . Soit e > pour (A, /u) dans un voisinage assez petit 
de iA* L x on a des majorations uniformes 

IM/iK.e)! « exp(ea(h))E H (h) 

\(e , Tï\{hu)e)\ « exp(eaihu))E (hu) 

pour tout h G H (F) et pour tout u G U(F). Il suffit donc de vérifier que pour e assez petit 
l'intégrale suivante est absolument convergente 

/ exp(e(a(h) + a(hu)))E H (h)E G \hu)dhdu 

JH(F)U(F) C 
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C'est une conséquence de la proposition 13.0.4 et du lemme 12.0.5. 

(ii) On s'inspire ici grandement de la démonstration de la proposition 6.4.1 de [SV]. On 
suppose que la fonction (À, fi) h-> C nXj(T n'est pas identiquement nulle et on veut montrer qu'elle 
est non nulle en (0,0). 

Soient e G P et e G K-% T tels que (e, e) = (e, e) = 1 et tels que l'ordre d'annulation en 
(0,0) de (A, fi) h-» C 7rXtafl (e ® e, e ® e) soit minimal. Reprenons les notations du paragraphe 1.7. 
Il y ait défini des ensembles £{p) et £(r). Soient et tp des fonctions C°° sur iA* L F et iAJjr 
respectivement qui vérifient 

(1) (w' 1 Supp(<f>) + p) n Supp((f>) = pour tout (w,//) G - {(/d,0)} et 
(w -1 Supp(tp) + fi) (~\ Supp{ip) = pour tout (w,p) G £(r) — {(/d, 0)}. 

On définit une fonction $ sur G (F) par la formule suivante 

$(g) = / <p(\)^{fi)m(p\)rn(T^)C lïX)Œ ^ (e 7r A (sr)e, e ® e)dfid\ 

A g fixé, il existe un c assez grand de sorte que 

^ A ,a M (e®7r A (c/)e,eOe) = / (a lx (h)e,e)(irx(g)e,Tr\(hu)e)Ç(u)dudh 

JH(F)U(F) C 

pour tous À G î^4^ p et fi G iA* s F . Pour un tel c, on a alors 

$(5)= / / <p(\)i}(p)m(px)m(T^)(a p (h)e,e)(ir x (g)e,nx(hu)e)l(u)dudhdfid\ 

J iA* L F xiA* SF JH(F)U(F) C 

L'intégrale ci-dessus est absolument convergente, car il existe C > indépendant de À et 
p tel que pour h G H(F) et n G U(F), \(a fl (h)e,e)(ir >L (g)e,iTx(hu)e)\ ^ CE H {h)E G (hu) et 
l'intégrale $ H ip\ut F \ E H (h)E G (hu)dhdu est absolument convergente. On peut donc changer 
l'ordre d'intégration et on obtient alors 

(2) $(g) = f fe^eA^h-'gïfe^AVWÎdudh 

Jh(f)u(f) c 

(on repren ici les notations du paragraphe 1.7). Montrons 

(3) Il existe un entier cq tel que l'égalité (2) soit vérifiée pour tout c ^ cq et pour tout 

g G M(F)K. 

En effet, l'entier Co(<?) à partir duquel la formule précédente est vérifiée ne dépend que d'un 
sous-groupe compact-ouvert de A(F) D K qui laisse stable e et 7r A (g)e. Comme A(F) commute 
à M (F) on peut trouver un sous-groupe compact-ouvert de A(F) qui laisse stable ces éléments 
pour tout g G M(F)K. 

(4) La fonction (m,k) i-> |$(m/c)| 2 5p(m)~ 1 est intégrable sur M (F) x K. 

En effet, les fonctions f ee< f, et f e ,e,ip son t dans ^((^(i 71 )) et S (H (F)) respectivement. Par 
conséquent pour tout réel D' > on a une majoration 

|$(mfc)| « / E G (uh- 1 m)E H (h)a(uh- 1 m)- D 'a(h)- D 'dhdu 

JH(F)U{F) 
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pour tout m G M (F) et pour tout k € K. D'après le lemme II.4.5 de [W3], pour tout D > 0, il 
existe D' > tel que le terme précédent soit essentiellement majoré par 

ô P {m) l l 2 [ E M (h- 1 m)E H (h)a{h- 1 m)~ D a{hy D dh 

JH{F) 

On a 5 P (m) = S P (a), E M (h- 1 m) = S Go (/i _1 5 ) et a(a) 1 / 2 « a^h^m) pour tout h € H (F) 
et pour tout m = ago € M{F) = A(F)Gq(F). Il suffit donc de montrer que les deux intégrales 
suivantes sont absolument convergentes dès que D est assez grand 

f f E G °(h- 1 go)E H (h)E G °(h'- 1 g )E H (h , )a(h)- D a(h')- D dhdh'dg 
JGo(F) JH(F)xH(F) 

et 

/ a{aY D da 
Ja(F) 

la deuxième intégrale ne pose pas de problème et d'après le lemme 12.0.6, la première est 
essentiellement majorée par 

f E H (h- 1 h')E H (h)E H (h')a(h)- D a(h')- D dhdh' 

JH(F)xH(F) 

qui est une intégrale convergente pour D assez grand. 

Dans l'égalité (2) on peut faire tendre le réel c vers l'infini. Comme on l'a vu lors de la preuve 
de (4) le terme sous l'intégrale est intégrable sur H(F)U{F). On en déduit que l'on a aussi 

(5) $( 5 ) = / fe,eA U ~ lh ~ 1 9)fe,eA h )W) dudh 
JH(F)U(F) 

pour tout g € G (F). Posons S = f M ^ xK \3>(mk)\ 2 ôp(m)~ 1 dkdm. Explicitons cette intégrale 
en remplaçant $ par son expression (5) et <3? par son expression (2). On obtient 



S= / / fe,e,ct>( U ' h ' lmk )fe,eA uh lmk ) fe,e,i>(h') f e>e ^(h) 

JM(F)xK J H(F)U(F) JH(F)U(F) c 

5p (m) _ 1 Ç(u'u~ 1 ) dudhdu dh'dkdm 



fe,e,cp{h' 1 g)f e ,e,<p( uh 1 9)fe,e,ip{h')f e ,e,i>(h)Ç(u)dudhdtidg 

G(F) JH(F) JH(F)U(F) c 

pour tout c ^ cq. D'après les majorations déjà effectuées, cette triple intégrale est absolument 
convergente. L'hypothèse (1) permet d'appliquer l'égalité 1.7(3), on a donc 

/ fe,e,4>{h'~ 1 g)f e ,e,4>{uh~ l g)dg = \ m(p x )\(f>(X)\ 2 (e,TTx(uh' 1 h')e)d\ 

JG{F) J iA* LF 
On obtient, après le changement de variable h' i-> hh! 

S= f f f m(p A )|0(A)| 2 ( e ,^ A (n/ l / )e)/ e , e , v ,(/ l / l / )/ e ,e,v>(Me(«)dAdn ( i/ l ^ / 

Jh(F) JH(F)U(F) c JiA* L F 
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L'intégrale ci-dessus est encore absolument convergente. Appliquons à nouveau l'égalité 
1.7(3), on a 

/ fe,e,ilj( hh ')fe,eA h ) dh= ^^{^(a^h^E, e)d/i 

JH(F) Ji-A*s, F 

On en déduit que 



(6) S = / m(/? A )m(r^)|0(A)| 2 |V'(/u)| 2 (o- At (/i)e,e)(e,7rA(u/i)e)^(îi)(iA(i^d/i 

Jh(F)U(F) c JiA* LF xiA* SF 

= ! m(/? A )m(r At )|0(A)| 2 |V'(/u)| 2 /: 7rÀiCTM (e®e,e0e)dA^ 



Soient ri C K et ^ C Kh des sous-groupes ouverts distingués stabilisant e et e. Soient 
Cm C M (F) un compact et K\ C K, K2 C Kh des sous- groupes ouverts qui vérifient les 
conclusions du lemme 14.1.1. On peut toujours supposer que g Cm = Cm- Puisque l'on a 
£ti- a , CTm £ Hom H ^(E nx ,E aii ) ® Hom H 4(E nx ,E (Ttl ) pour tout (A,/i) G i-Aj^ x iA* SF , le 1. du 
lemme 14.1.1 implique que le support de (m, fc) i-> $(m/c) est contenu dans (Cj/A^A^Cm) x K. 
Soient B Kl et 2?^ 2 des bases orthonormales de {Kq p ) Kl et (}C^ T ) K2 respectivement. 
D'après le 2. du lemme 14.1.1, pour tout m = kHanac^M £ C//A^A^Cm et tout k G K, on a 

$(mfc) = ^2 F e ,^(a G k M k,k H a H ) 
e'eB K i,e'eB K 2 

où on a posé pour e' G £> Xl et e' G B K2 

F e >,e'(g,h) = / (/>(A)V'(/u)m(p A )m(r M )£ 7rAi(Tfl (e® e' ,e' ® e)(TTx(g)e,e')(a tl {h)e' ,e)d\dn 

JiA* LF xiA* SF 



Soit F = X^ e 'eB K i e'el3 K 2 Fe',e'- D'après ce qui précède, le 3- du lemme 11.0.4 et le fait que 
Ôp5p = Sp 0G , on a une majoration 

S « ^2 ôp 0G (a G )~ 1 5p H (a H y 1 \F(a G k M k,k H aH)\ 2 dkdkMdk H 
+ + JC H xC M xK 

où la constante implicite ne dépend pas de (j) et ■0. Soit Ce un sous-ensemble compact de G (F) 
qui contient CmK. On a alors 



/ \F(a G kMk,kH(iH)\ 2 dkdkMdkH << / \F(a G k G ,kHCiH)\ 2 dk G dkH 

JChxCmxK JCrxCo 

!{Ch 

Pour toute fonction / intégrable et mesurable sur G(F) on a 



<< / \F{k G a G k%,k}jaHkH)\ 2 dk G dklidk}jdk 2 H 

" ) 2 X(C G )2 



/ f(g)dg = 2, iTies(Ka G K) / f(kia G k2)dk\dk2 

JKA+ n K , JKxK 
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D'après [W3] 1.(5), on a Ôp og (clg) 1 << mes{KaQK) pour tout ac € ^oG- ^ es m êmes 
résultats sont bien sûrs valables pour H (F). On en déduit la majoration 

Y] <Jp 0G (aG)" 1 5p J/ (a//) _1 / \f{kQa G k 2 G ,k] I a H k 2 H )\ 2 dkQdk 2 G dk 1 H dk 2 H 

« ! \f(g,h)\ 2 dhdg 

JG{F)xH{F) 

pour toute fonction / mesurable et intégrable sur G (F) x H (F). En particulier, on a 

(7) S« f \F(g,h)\ 2 dhdg 

JG(F)xH(F) 

la constante implicite ne dépendant pas de <p et ip. Pour (A,/z) G iA* L F x iA* s F , considérons 
la représentation ir\ M = ig^pipx ^ «v)- Avec les notations de la section 1.7, on a alors 

pour tout (A, /x) € iA* L F x L41j F . D'après l'hypothèse (1) faite sur les supports de <j) et tp et 
1.7(3), les fonctions {Fe',e') e 'eB K i,e'eB K 2 forment une famille orthogonale pour le produit scalaire 
L 2 et la norme L 2 de F e i jÊ i est égale à 

/ _ |^(A)| 2 |^(M)| 2 |Arx,^(e®e',e'®e)| 2 dAidA 

On en déduit que 



/ \F(g,h)\ 2 dgdh= f |0(A)| 2 |^(^)| 2 m(p A )m(^) 

JG{F)xH(F) JiA* LF xiA* SF 

Yl \ C *x,^ Me',e'®e)| 2 dAd/i 

D'après l'égalité (6) et l'inégalité (7), il existe une constante C, telle que pour tous (j> et ip 
qui vérifient l'hypothèse (1) on ait 

/ _ m(px)m(T^)\(/)(X)\ 2 \^(fi)\ 2 C 7TXta ^(e^e,e0e)dXdfi 

<C f \<P{\)\ 2 \^)\ 2 m{ Px )m{T^ Yl \C^ ail {e®e',e' ®e)\ 2 d\dii 



Pour presque tout À G iA* L F il existe un voisinage uj\ de A tel que (w 1 uj\ + (i) (~l = 
pour tout (if, /i) € £(p) — {(Id, 0)}. On a le même résultat sur iA* s F . On a donc l'inégalité 

£7r A , CTfl (e<S>e,e<g>e) ^ C ^ |4 A , ff(l (e®e',£'®e)| 2 

e'eB K i,e'eB K 2 
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pour tout (A, fx) G ïA* L F x iA* s F . Puisque e et e ont été choisis tels que l'ordre d'annulation 
en (0,0) de (A,//) h-> C nXjrTlM (e <g> e, e <g> e) soit minimal, on déduit de l'inégalité précédente que 
Arcaote® e,e<g)e) /OH 

Proposition 14.2.2 i) Soient Ao G î«4^ F et [Xç, & iA* s F tels que >C^ A ^ ^ 0. // existe a/ors un 
unique couple (n', a') constitué de sous-représentations irréductibles de n\ et a^ respectivement 
tel que C^i^> ^ 0. 

ii) Soit a G Temp(H) et supposons que C WX)CT pour A G iA* L F ne soit pas identiquement 
nulle, alors 

a) Pour tout A G iA* LF , Cn x ,cr est non nul; 

b) Il existe des familles finies (ej)j=i n et (e^)j=i n d'éléments de E a , des familles finies 
(ei)i = i t ,,, :n et (e^)j=i v .. in d'éléments de 1Cq t et une famille finie (<£>i)j=i,..., n de fonctions holo- 
morphes sur un voisinage de iA* L F dans A* L z jiA\ F , telles que pour tout A G iA* L F on ait 

n 

^2(p i (X)£ 7TXta (e i ®e i ,e i ®e, i ) = 1 

i=l 

Preuve : i) On ne perd rien à supposer que (Ao,/io) = (0,0). 

(1) Pour tous e', e G KLq et pour tous e', e G K-r t on a 

l^vr ,ao(e' ® e',e <g e)| 2 = (^^(e' <g e, e' (g) e)||£„- 0j(To (e (g>e',e<g> e')| 

En effet, d'après le 1) de la proposition précédente, il suffit de vérifier la même égalité en 
remplaçant tïq et o"o par tï\ et pour (A, fi) dans un ouvert dense de iA* LF x iA* SF . On 
peut donc supposer ir\ et irréductibles. Mais alors dimHomH,ç('n\,o' fl ) ^ f, donc il existe 
/ G HomH,ç( / K\,0fj,) et c G C tels que 

Ar^o-^e' <8>e',e<g>e) = c(Z(e'), e)(e', Z(e)) 

Pour tous e', e G /Cq et pour tous e', e G /C^ T . L'égalité (f ) est alors facile à vérifier. L'existence 
d'un couple comme dans l'énoncé est évidente. Supposons donc qu'il existe deux tels couples 
(ir',o-') et (n",a"). D'après (f), on peut trouver e\ G E n > C K.Q p , e2 G E n » C K.Q p , €\ G E a i C 
/C|[ r et 62 G i^cr» C lCft T tels que 

^7r„, CT0 (ei (g) ei,ei (g) ei) / 

et 

Ar„,<7 () (e2 (g) Ê2,e 2 (g e 2 ) / 

D'après (1) on a aussi /^^(ei (g) 62, e2 <g> ei) 7^ 0. On a 7r' 7^ 7r" ou a 7 7^ a". Dans le premier 
cas £v et E 1 ,,-// sont orthogonaux pour le produit scalaire et dans le deuxième cas E a f et E^n 
sont orthogonaux pour le produit scalaire. Dans les deux cas on a £ no ^ Q (ei (g €2,e2 <g ei) = 0. 
On aboutit donc à une contradiction. 

ii) On peut supposer que a est une sous-représentation de ctq. La fonction A t-> C lïXy(J es t non 
nulle sur un ouvert non vide de iA* L F . D'après le i), cela implique que pour toute autre sous- 
représentation a' de ao la fonction A i-> Ata.ct' s'annule sur un ouvert non vide. Comme elle est 
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analytique d'après la proposition précédente, elle est donc identiquement nulle. Par conséquent 
d'après le ii) de la proposition précédente la fonction À i-> C nXt(T n'est jamais nulle. Cela prouve a). 

On peut donc certainement trouver des familles finies (ej)i = i r .. )n et (e^)i=i,...,n d'éléments 
de E a , et des familles finies (ej)j = i ; ... iT j et (e^)j = i v .. iT j d'éléments de JCq t telles que pour tout 
À G iA* L F la famille 

{£*xA e 'i® e 'n e i ® e i))i=i, ...,„ 

contienne un élément non nul. Pour i = 1, . . . ,n les fonctions ipi : A i— > C nXj(T (e' i <8> e'^ej (g) e^) 
admettent un prolongement holomorphe dans un voisinage de iA* L F dans A* L c /iA y L F que l'on 

note aussi fa. Les fonctions À i-> ^j(A) = A) pour A G i*4^ admettent donc aussi un 
prolongement holomorphe dans un voisinage de iA* L F . Pour obtenir le b), il suffit de prendre 
pour i = 1, . . . , n 



i(A) = fc(A).(X>(A)| 



\ -i 

2 1 



î=l 



14.3 Tout entrelacement est tempéré 

Théorème 14.3.1 Soient ir G Temp(G) et a £ Temp(H) alors C nja ^ si et seulement si 
HomH,ç{Tr,cr) / 0. 

Preuve : D'après une remarque déjà faite, il suffit d'établir que si Homn,^,^) ^ alors 
C n>a ^ 0. Soit donc l G Houih^^tt, a) non nul. Il existe des sous-groupes paraboliques semistan- 
dards Q = LUq et R = SUs de G et H respectivement et p et r des représentations irréductibles 
de la série discrète de L(F) et S (F) tel qu'avec les notations du paragraphe 14.2, ir et a soient 
des sous-représentations de tïq et ctq. Soient <\> G C°°(iA L F ) et e, e' G JCq . On pose / = f e , e ',4>- 
Soient e G E a et eo G E 1 ^. 

(1) l'intégrale /(e, eo,/) = / (e,l(ir(g)eo))f(g)dg converge absolument. 
En effet, on décompose l'intégrale en 



/ 



|(e, l(ir(umk)eo))\ \f(umk)\ôp(m ) l dkdmdu 

IU(F)xM(F)xK 

Puisque / est invariante à droite par un sous-groupe compact-ouvert et que le stabilisateur 
de eo est ouvert, on peut oublier l'intégrale sur K. On a |(e, l(ir(ug)eo))\ = |(e, Z(7r(<7)eo))| pour 
tout u G U(F) et g € G (F). La fonction / appartient à S(G(F)), d'après la proposition II.4.5 
de [W3], on a donc pour tout d > 

/ \f(um)\du«ô P (m) 1 / 2 E M (m)a(m)- d 

Ju(F) 

pour tout m G M (F). Il suffit donc de montrer que pour d assez grand l'intégrale suivante 
converge 

f |(e, l(n(m)e Q ))\E M (m)5p(m)- 1 / 2 a(m)- d dm 

JM{F) 
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Appliquons le lemme 14.1.1 à des sous-groupes ouverts ri C K et T2 C Kh qui laissent 
stables eo et e. On en déduit l'existence d'un compact Cm C M{F) et de sous-groupes ou- 
verts K\ C K, K2 C Kh qui vérifient les conclusions de ce lemme. On peut toujours supposer 
que Aq G Cm = Cm- Alors l'intégrale précédente est à support dans Ch^h^qCm- D'après le 
2- du lemme 14.1.1 on a une majoration |(e, Z(7r(m)e))| << S G (a G )E H (aH) pour tout m = 
kHO'HO'G^M £ ChA h AqCm- Pour a G G ^4o,g(^) 5 011 note (a G )o l'unique élément de -Ao(-F) tel 
que a G {a G )^ 1 ^ y ^(^ ? )- O n a alors la majoration a(ha G ) >> (y{a G {a G )^ 1 ) 1 ^ 2 c(h(a G )o) 1 ^ 2 pour 
tous a G € Ao^ G (F), h € H (F). D'après le 3- du lemme 11.0.4, on a donc la majoration 

a(k H a H a G k M ) » a((a G ) ) 1/2 a(a G (a G ) 1 ) 1/2 >> a(a G ) 1/2 
pour tous a G £ ^.o"c a # e ^ff' £ Ci? et &m £ Cm- D'après le lemme 11.0.4 on a aussi 

mes(C H aHa G C M ) = mes(C H aH(a G )oC M ) « 5p H (a H )~ 1 ô Po ((a G )o)~ 1 

= àp H (a H )~ 1 ôp 0G r\M(a G y 1 

pour tous a G G Aq G , an €= Par conséquent, on a 

/ |(e,/(7r(m)e ))|H M (m)5p(m)- 1 /V(m)- (i dm 
Jm(f) 

« E <5 Po , G nM(aG)- 1 ^H(«//)- 1 H G (a G )^(aH)H M (a^a G ) ( 5p(a G )- 1 /V(a G )- d / 2 

a G eA+,a H eA+ 

D'après le lemme 11.0.4, on a 

E M (a H a G ) = Z G »(a H (a G ) ) « ~ Go (a H )Z G ° ((a G ) ) = Z Go (a H )Z M (a G ) 

pour tout an € A^ et pour tout a G G Aj. La somme ci-dessus est donc essentiellement majorée 
par la produit de 

of/eA+ 

et de 

E <5p 0iG nM(a G )- 1 .5p(a G )- 1 / 2 H G (a G )H M (a G )a(a G )-' i / 2 

a G GA+ 

D'après le lemme 12.0.5 et la majoration E H (an) « 5p ff (a_f/) 1 ^ 2 c r (ap) d ' pour un certain 
réel d! , la première somme converge absolument. D'après le lemme II. 1.1 de [W3] il existe des 
réels d\,d2 tels qu'on ait des majorations rP{a G ) « ôp G (a G ) 1 ^ 2 a(a G ) dl et E M (a G ) << 
ôp G nM(«G , ) 1 ^ 2 o'(o G ) (i2 pour tout a G € Aq. Puisque 6p G = 6p G nM^p, la deuxième somme est 
essentiellement majorée par 

E o{a G ) d ' +d *- d/2 
a G eA G 

qui est une série absolument convergente pour d assez grand. 

On peut calculer /(e, eo, /) de deux façons. La première consiste à choisir une suite exhaustive 
de sous-ensembles compact-ouverts A'-biinvariants de G (F) et de la calculer comme la limite 
de l'intégrale restreinte à Çt n lorsque n tend vers l'infini. On trouve alors que 
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(2) J(e,e ,/) = (e,/(7r(/)e )) 



On peut aussi écrire 



I(e,e ,f)= / / / / (e,l(TT(ag k)e ))f(uag k)ôp(a) 1 Ç(u)dadkdg du 
Ju(F) JGo(F) Jk Ja(F) 

Puisque / est biinvariante par un sous-groupe compact-ouvert de A(F), il existe un entier 
c tel que l'intégrale intérieure soit nulle pour u G U(F) — U{F) C (cf preuve du lemme 14.0.14). 
On a alors 

J(e,e ,/) = 

(e, l(Tr(hagok)eo))f(uhagok)5p(a)~ 1 ^(u)dudhdgodadk 



IK JA(F) JH(F)\G (F) JH(F)U(F) c 
et 



(e, l(Tr(hagok)eo)) f {uhagok)^(u)dudh 
H{F)U(F) C 



= I \ 4>(X)m(px)(7T\(uhagok)e' ,e)(e,a(h)l(ir(agok)eo))£ i (u)d\dudh 

JH(F)U(F)JiAl tF 

Comme on l'a déjà vérifié dans la preuve précédente, ce genre d'intégrale est absolument 
convergente. En permutant les deux intégrales, on voit apparaître le terme 

£tt a , o-,c(e K\{agQk)e' ', l(Tr(agok)eo) e). On peut prendre c aussi grand que l'on veut et comme 
déjà expliqué dans la preuve de la proposition 14.2.1, on peut choisir c tel que pour tous a G 
A(F),g G Go (F), k £ K et pour tout À G iA* L F , on ait 

£n x ,<r,c( e Tr\(ag k)e', l(n(agok)eo) e) = C nXta (e ir\(ag k)e, l(7r(ag k)e ) e) 
(Car A commute à ^Go = M). On en déduit que 

(3) J(e,e ,/) = / / / / (p(\)m(p\)C nXt(T (e ir\(ag k)e', l(ir(ag k)e Q ) e) 

./A(F) JH(F)\Go(F) hA* L F 

5p(a)^ 1 dudhdgo dadk 

Choisissons e E et eo G -EV tels que (/(eo), e) ^ 0. On applique les calculs précédents au cas 
où e = e' = eo et à support dans un voisinage oj assez petit de tel que 0(0) ^ 0. Alors 7r(/)eo 
est un multiple non nul de eo- D'après (2) /(e, eo, /) n'est pas nulle. Alors (3) implique l'existence 
de A tel que C WX)CT ne soit pas nul. D'après la proposition 14.2.1, C W(hŒQ n'est pas nul non plus. 
Si 7To et <7o sont irréductibles alors ir = ttq, a = <7o et on a ce que l'on voulait. Sinon d'après 
la proposition 14.2.2 i), il existe un unique couple (ir',a') de sous-représentations irréductibles 
de ttq et o"o tel que C^y soit non nul. Soient alors e\ G E w i C et ei G £v C /C^ T tels 

que £ vr0jO - (ei ei, ei e\) ^ 0. Quitte à restreindre eu, on peut supposer que pour tout A G lu, 
^7r A ,(7o( e i ® ei 5 ei ei) est non nul. Soit 4>' la fonction à support dans lu définie par 

4>'(\) = <f>(\)C nx>ero (e ei,ei e )£. WXt(TO (ei ei,ei ei)" 1 
Posons /' = / eii e o ,0'- On a alors l'égalité 
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(4) I(e,e ,f) = I(e 1 ,e ,f) 



En effet, d'après (3) il suffit de vérifier que pour tout A G iA* L F et g G G(F), on a l'égalité 

Ar A ,<7o( e: ®ei,ei <8> e )£ 7 r A , CT() (ei (g) 7r A (5)e , Z(7r(#)e ) <8> e ) 
= £^ Aj<T0 (ei ®ei,ei (8) ei)£ 7rA)(70 (e <g> 7r A (5)e , Z(7r(#)e ) <8> e ) 

Il suffit même de vérifier l'égalité précédente en remplaçant <To par pour A et en position 
générale. On peut alors supposer tt\ et a M irréductibles. Alors il existe l G HomH,^\-,cr^) et 
c G C x tels que pour tout e, e' G .E 1 ^ et e, e' G -E^ 

Ar^te' ® e',e ® e) = c(/(e'), e)(e',{(e)) 
Les deux membres de l'égalité que l'on cherche à prouver valent alors 

c 2 ({(ei),ei)(e,/(e ))(ei,/(ei))(/(7r A (5)eo),K 7r (Ê') e o)) 

Cela prouve (4). En particulier on a 7(ei,eo, /') / 0. D'après (2) cela implique 7r(/')eo / 
donc notamment ^'(0) 7^ 0. On a par conséquent £^ 0j(To (e <8> e±, e\ <g> eo) 7^ 0. Mais si 7r' 7^ tt ou 
<t' 7^ cr, il est facile de vérifier que £ 7r0)CT0 (e (8) ei, ei (g) eo) = 0. On a donc 7r' = 7r et a' = a et le 
résultat est démontré. ■ 

15 Induction et multiplicités 

Dans cette section on se propose de montrer qu'en un certain sens la multiplicité m(7r, a) 
est compatible à l'induction. Pour cela il est commode d'étendre un peu la définition de la mul- 
tiplicité m(n,a). Soient (V,h) et (V',h') deux espaces hermitiens de dimension d et d! , on dira 
qu'ils sont compatibles si d et d 1 sont de parités différentes et si le plus petit des deux peut 
s'injecter dans le plus gros. Supposons que (V, h) et (V', h') soient compatibles. Notons G resp. 
G' les groupes unitaires de V rep. V . Fixons une injection de (V',h') dans (V, h) ou de (V,h) 
dans (V', h') (suivant que d > d' ou d' > d). On peut alors toujours trouver une décomposition 
V = V'@ ± D@ ± (Z+ Z_) ou V = V 0- 1 D e- 1 (Z+ e Z_) où D est une droite et Z+, Z_ 
sont des sous-espaces totalement isotropes. Soit P = MU le sous-groupe parabolique de G ou 
G' (suivant que d > d' ou d' > d) qui fixe un drapeau complet de sous-espaces de Z + . On 
construit comme dans la section 4 un caractère £ de U(F). Soient tt et tt' des représentations 
irréductibles lisses de G (F) et G' (F) respectivement. On définit la multiplicité m'(TT, tt') comme 
étant m(7r,7r / ) si d > d' et m(7r / ,7r) si d' > d, cette multiplicité ne dépend pas des divers choix 
effectués. Dorénavant on notera aussi m(ïï, a) cette multiplicité généralisée. 

Lemme 15.0.1 Soient (V, h) et (V',h') deux espaces hermitiens compatibles de groupes uni- 
taires G et G' respectivement. Pour tt G Irr{G) et tt' G Irr(G') on a 

m(7T V ,7T /V ) = m("7T, tt') 

Preuve : On ne perd rien à supposer que V' C V . Soit S un automorphisme E-linéaire de V 
tel que h(ôu, ôv) = h(v, u) pour tout u, v G V. On peut clairement trouver un tel élément tel que 
Ô(V) = V. D'après [MVW] 7r v est isomorphe à tt 5 où tt ô (x) = tt^ôxô^ 1 ) et de la même façon tt' 
est isomorphe à tt' 5 où 8' est la restriction de 5 à V'. Modulo ces isomorphismes on a les égalités 
H om,H,£ (tt v , tt n ) = Hoitih^tt 6 ,tt' s ) = HoniH^i^,^') et donc l'égalité m(7r v ,7r /v ) = m(TT,Tr') 
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Soient (V, h) un espace hermitien et W un sous-espace hermitien de V de sorte que V et W 
soient compatibles. Fixons une décomposition orthogonale V = (Z + ©Z_ )®- L D (B~ L W où Z + , Z- 
sont des sous-espaces totalement isotropes et D est une droite. Fixons aussi un générateur 
de D et posons r = dim{Z + ) = dïm(ZJ). Cette situation sera conservée jusqu'en 15.3 inclus. 
Soit k ^ 1 un entier et introduisons quelques notations relatives à des sous-groupes de GL^. 
Pour i = 1, . . . ,k, on note Qk-i,i le sous-groupe parabolique standard de GL^ de composante 
de Levi standard GL^_j x GL\ x . . . x GL\ et U^-i^ son radical unipotent. On définit Pk~i t i 
comme le sous-groupe des éléments de Qk-i,i dont les projections sur les i facteurs GL\ sont 
triviales. En particulier Pk-i,i est le sous-groupe mirabolique de GL^. On définit un caractère 
ipi de P k ^i(E) par 

fe-i 
j=k—i+l 

pour tout p G Pk_i : i(E) où pjj désigne les coefficients de p. 

15.1 Induction de n et multiplicité I 

Soit Y + un sous-espace totalement isotrope de dimension k de V et notons Q son stabilisateur 
dans G. C'est un sous-groupe parabolique de G, on note N son radical unipotent. Fixons des 
sous-espaces V et Y_ de sorte que V = (Y+ © Y_) ©"*" F et notons L la composante de Levi de 
Q qui stabilise 7 et H. On a alors un isomorphisme L ~ GL(Y + ) x G. Soient fr G Temp(G), 
7r + G Temp(GL(Y + )) , cr G Temp(H) et posons 7r = îq(vt + (g) 7f). 

Proposition 15.1.1 Supposons r = a/ors 

m(7T, a) = m(-7r, cr) 

Preuve : Pour tout À G iR/(j^^Z), posons tt\ = i^{(TT + \det\ x ) (g) 7r). La représentation tï\ 
se réalise par translation à droite sur l'espace V Wx des fonctions ip : G (F) — > V^- + (g) V# lisses 
vérifiant 

<f(g+gng) = \det{g + )\^ô Q (g + ) 1/2 {7r+{g + ) ®ïï(g))<p(g) 

pour tous g + G GL(Z + ),g G G(F),n G N(F),g G G(F). On a 777,(71^,0") = m(7T, a) pour 
tout A d'après la proposition 14.2.2 ii) a) et le théorème 14.3.1. L'espace quotient Q(F)\G(F) 
paramétrise les sous-espaces totalement isotropes de dimension k de V. L'action de H (F) sur 
Q{F)\G(F) admet deux orbites : l'une ouverte U correspond à l'ensemble des sous-espaces 
totalement isotropes Y 1 de dimension k tels que dim(Y' T\W) = k—1, l'autre fermée y correspond 
à l'ensemble des sous-espaces totalement isotropes Y' de dimension k inclus dans W. Définissons 
Vir x ,U comme le sous-espace de V Wx des fonctions à support dans U et notons V^ Xt y = V 7rx /V KXt u- 
On a alors la suite exacte de H (F)-représentations 

-> K A ,w ->• K A -> V nxt y -> 

Lemme 15.1.1 On a HomH{V 1Tx y,a) = et Ext 1 (V nX: y , a) = 0. 

Preuve : On peut toujours supposer que Y + C W . Alors Q D H = Qh = LhNh est un 
sous-groupe parabolique de H et on a un isomorphisme de iï~(F)-représentations 
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D'après le second théorème d'adjonction de Bernstein, on a 

Hom H (V nX: y,a) = Hom LlI (ô^ 2 5 q ^ 2 {k + \det\ x <g> tt), {v)q h ) 

et 

a) = Ext\ H (ôtfsjj 2 (7r + \det\ x ® vf), (a)^ ) 

La représentation {o)q h est de longueur finie et puisque <r est tempérée, les caractères cen- 
traux de tous ses sous-quotients ont leur partie réelle dans un certain cône. La représentation 
Sq 2 Ôq 1 ^ 2 (TT+\det\ x <S> 7r) est irréductible et son caractère central n'est pas dans ce cône. On en 
déduit la nullité des deux espaces précédents ■ 

D'après le lemme on a Homni^x^) = HomniV^^^^a). Quitte à conjuguer, on peut tou- 
jours supposer que dim(Y + n W) = k — 1 et donc U = Q(F)\Q(F)H(F). La restriction à H (F) 
de Vn x ,u est alors une induite compacte à partir du sous-groupe H {F) H Q{F). Décrivons plus 
en détail ce sous-groupe. On peut fixer une décomposition 

w = (y|ey^)e ± d' ® l v 

où Y_[_ = Y + fl W et D' est une droite. Soit G' le groupe unitaire de D' © V et Q' le sous-groupe 
parabolique de H des éléments qui stabilisent Y+. On a alors une décomposition Q' = L'N' où 1/ 
est le Levi qui stabilise D 1 ®V et Y!_, ce Levi s'identifie donc naturellement à GL(Y+) x G' . On a 

alors QnH = (GL(Y+) x G)N' . La représentation <^ 2 (7T-|-|<ie£|*!8>7r)|Q(ir)nif(F) n'est pas triviale 
sur N'(F) mais elle est triviale sur N^(F) où Nï est le sous-groupe des éléments de N' qui agissent 
comme l'identité sur D'. On a iVj = NDH et c'est un sous-groupe distingué de QnH. Le quotient 
n H(F))/N^(F) est naturellement un sous-groupe de L(F) = GL(Y + ) x G (F). On peut 
fixer une base de Y + de sorte que l'isomorphisme déduit GL(Y + ) ~ GLk(E) identifie (Q(F) D 
H(F))/N^(F) avec -Pfc-i i i(£ ; ) x G(F). On a alors un isomorphisme de iï(F)-représentations 

V nx , u * c - ^ F) M(£)x(5(F) )^ (F) ((^ /2 ^+l^| A )|P fc - 1 ,i(^) ® *) 
D'après [BZ] 3.5, la représentation (<5q 2 7r+|det|' x )|p fc _ 1 possède une filtration 

{0} = r fc+ i iA CryC.C t m = {5^ 2 n + \det\ X )\ Pk _ 1A{E) 
Les quotients de cette filtration vérifiant 

Ti,x/r i+ltX ~ c - mdg^^V^^V+l&th ® ^) 
L'induction à support compact étant un foncteur exact, on en déduit une filtration 

{0} = nk+i,x c fik,x c ... c m,x = v nx:U 

où pour i = 1, . . . , k on a 

Pour i = l,...,k, soit Qfc_i le sous-groupe parabolique de H qui fixe l'espace engendré par 
les k — i premiers vecteurs de la base fixée de Y+, il admet un Levi naturellement isomorphe 
à Res E / F (GLk-i) x Gk-i où Gk~i est un groupe unitaire contenant G. La représentation 

A î (<5g /2 7T + |<iet| A ) <S>ipi®TT est triviale sur le radical unipotent de Qk-i- Posons 



92 



On a alors 

Lemme 15.1.2 Powr A générique, on a pour i = 1, . . . ,k — 1 



Hom H {Hi,\/l^i+i,x,o-) = 

et 

Ext^Hi^/m+i^a) = 

Preuve : On a A*(<5q 2 7r + |<iet| A ) = A 1 (<5q 2 7r + )|dei| A et A*(<îi/ 2 7r+) est de longueur finie. Par 
conséquent pour A générique tous les sous-quotients de fJ,i,\/ [ii+i^ on t des supports cuspidaux 
différents de celui de a ■ 

D'après le lemme on a donc pour A générique Horrin (tt, c) = H° m H(P'k,\i cr )- D'après [BZ], 
on a A fe ((5Q 2 7r + |(iet| A ) = 1 (car 7r + est tempérée donc générique) et Gk-i = Qk-i = H. Par 
conséquent \ = c — ind% n ,~ (^fc ® 7r)- La contragrédiente de l'induite à supports 

compacts d'une représentation admissible étant l'induite ordinaire de la contragrédiente, on a 
par réciprocité de Frobenius 

Hom H (TT,a) = Hom ÔPok{E)N , {F) (a v ®7f v ) 

Remarquons que Po t k(E)N^(F) n'est autre que le radical unipotent d'un sous-groupe parabo- 
lique de H de composante de Lévi ResE/p{GLi) x G et que ip^ 1 a alors une définition analogue 
à celle de £ pour une normalisation convenable. La multiplicité m(Tr,a) = m(7f v ,cj v ) est donc 
la dimension de l'espace Hom ( ~ ;Po k (E)N'(F)( aV > 1 ®tt V )- D'où le résultat ■ 



15.2 Induction de a et multiplicité 

Soit W = {Y +:H © Y- H ) ® L W une décomposition orthogonale où Y +j h et Y- t n son t totale- 
ment isotropes. Notons Qh le sous-groupe parabolique de H des éléments qui stabilisent 
iV# son radical unipotent et L# la composante de Levi qui stabilise Y— h- Notons H le groupe 
unitaire de W, on a alors Lh = GL(Y +j h) x Soient ir G Temp(G), a + G Temp(GL(Y +j H)), 
à G Temp(H) et posons cr = iq H (a + (g) <x). 

Proposition 15.2.1 On a m(7r, a) = m(7r, â) 

Preuve : Soit (D',fi£>i) un espace hermitien de dimension 1 engendré par un vecteur tel 
que hD'(v' Q ) = —h(vo). Posons V 7 comme étant la somme orthogonale de V et D' et notons 
G' son groupe unitaire. Soient Z' + = Z + © E{vq + v' Q ) et Z'_ = Z_ © £?(uo — «o), on a alors 
V' = (Z' + Q)Z'_) ©- 1 W et Z' + , Z'_ sont des sous-espaces totalement isotropes de V' . Notons P' le 
sous-groupe parabolique de G' des éléments qui stabilisent Z' + et M' sa composante de Levi qui 
stabilise Z'_. On a alors M' = GL{Z' + ) x iî. Fixons une représentation tempérée arbitraire ir' + de 
GL(Z' + ). Posons a' = ip,(ir' + <8>c). Alors, d'après la proposition 15.1.1 m(TT,a) = m(ir,cr'). Soit 
Q' le sous-groupe parabolique de G' des éléments qui stabilisent Z' + © Y +j h et L' sa composante 
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de Levi qui stabilise Z'_ © Y-, h- Alors V = GL(Z' + ®Y +! jj) x H et on a un isomorphisme a' ~ 
*Q'(( 7r + x °+) ® Appliquant une nouvelle fois la proposition 15.1.1 on a m(ir,a') = m(TT,â) 

m 

15.3 Induction de n et multiplicité II 

On reprend ici les notations du paragraphe 15.1 : on a une décomposition V = (Y + @Y^) ® ± V, 
7T + G Temp(GL(Y + )), ff G Temp(G), n = Iq(tt + ® ff) et a G Temp(H). 

Proposition 15.3.1 On a m(7r, a) = m(ff, a). 

Preuve : On démontre le résultat par récurrence sur dim(V). Si dim(V) = 1 il n'y a rien à 
dire. Supposons donc le résultat établi pour tout les couples (V',W') avec dim(V') < dim(V). 
Posons V' = Z + Z- © W, G' le groupe unitaire de V', P' le sous-groupe parabolique de G' qui 
préserve Z + et M' la composante de Levi qui préserve Z_ . On a alors un isomorphisme naturel 
M' ~ GL(Z_|_) x iî. Soit <7_|_ G Temp(GL(Z + )) et posons 7r' = ïp,((j + (g)(j). D'après la proposition 
15.2.1 on a m(ir,a) = m(7r,ir'). D'après la proposition 15.1.1 on a m(7r,7r / ) = m(ir',îr). Enfin 
d'après l'hypothèse de récurrence appliquée au couplus (V',V), on a m(ir', ff) = m(ff,o") ■ 

16 Le développement spectral 

On reprend les notations de la section 4 :V, W, P, M, [/, £, Soit <r G Temp(H) et / G 

C%°(G(F)) une fonction très cuspidale. Le but de cette section est de donner une expression 
spectrale de la limite lim Jat(6 , (J ,/). 

16.1 La formule 

Soit L un Lévi de G et G II e ^(L) une iA* L F orbite de représentations irréductibles ellip- 
tiques de L(F). On a une décomposition L ~ R E / F GL ni x . . . x R E / F GL Hk x G où G est le 
groupe unitaire d'un sous-espace hermitien 1/ de V. Soit 7r G O, on a une décomposition analogue 
de 7r en produit tensoriel ir ~ 7Ti ® . . . ® 7rfc (8> vf où pour j = 1, . . . ,k, ttj est une représentation 
irréductible de la série discrète de GL nj (E) et ff est une représentation irréductible elliptique 
de G (F). Alors ff ne dépend pas du choix de ir et on peut poser t(O) = i(ff) avec la notation 
du paragraphe 3.1. Soit a G Temp(H) une représentation irréductible tempérée de H (F). Les 
espaces hermitiens W et V sont compatibles, on peut donc poser m(0,a) = m(ff, a). 

Définition 16.1.1 Soient a G Temp(H) une représentation tempérée irréductible de H (F) et 
f G C%°(G(F)) une fonction très cuspidale. On définit alors la quantité J spec (a, /) par la formule 

Js P ec(a,f)= Yl \W L \\W G \-\-ir E 

LeC(M mm ) Oe{n ell (L)};m(0,a)=l 

[iAl:iAl F ]-H(0)- 1 f jf(7r A ,/)dA 
JiA* LF 

où pour chaque orbite O on a fixé un point base tt G O. 

Le but de cette section est de prouver le résultat suivant 
Théorème 16.1.1 Soient a et f comme précédemment alors on a 

lim Jn{0oJ) = J sp ec{o-,f) 

N—ïco 
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16.2 Utilisation de la formule de Plancherel 

On peut exprimer / grâce à la formule de Plancherel-Harish-Chandra. On a l'égalité 

/(<?)= E w L \\w G i i e 

LeC(M min ) o&n 2 (L) 



ou 



pour G n 2 (L) on a posé f (g) = [iA v : U^]" 1 / m(r x )Tr(i^(r x , g' 1 )^^, f))d\ 

JiA* LF 



avec Q G 7 7 (-^) et r G O quelconques. La fonction /o appartient à l'espace de Schwarz-Harish- 
Chandra et elle est nulle pour presque tout O. Cela permet d'obtenir l'expression suivante de 

9 ^ 

(1) 9 fHh)= £ I^H^r 1 E [ Mg-'hug^du 
On a interverti l'intégrale et la double somme. Cela est possible car l'intégrale 

/ fo{g~ l hug)i{u)du 

JU(F) 

est absolument convergente d'après la proposition II. 4. 5 de [W3]. Fixons un produit scalaire 
invariant sur E a et une base orthonormale B a pour ce produit scalaire. On a alors l'égalité 



J(9 a ,f,g)= V / (e,a(h)eyft(h)dh 
rr Jh(f) 



Presque tout les termes de cette somme sont nuls. Substituant l'égalité (1) on obtient 



J(6aJ,g)=Y, [ fo*(>O<0 E \ wL W W 

e&B„ JH ( F ) LeC(M min ) 

E / foig^hug^i^dudh 
_^ /r , JU(F) 



e>en 2 (L) 



Pour e G E a , L G £(M min ), O G n 2 (L) et 5 G posons 

(2) JL,o(e,f,g) = / (e,a(h)e)fo(g' 1 hug)^(u)dudh 

JH(F)xU(F) 

Alors le lemme 12.0.7 et la proposition II. 4. 5 de [W3] montrent que cette expression est 
absolument convergente. On a donc l'égalité 

(3) J(e a ,f,g)=J2 E E \W L \\W G \- l J L , {eJ,g) 
eeB a LeC(M min ) oen 2 {L) 

Fixons provisoirement L G C{M m i n ) et O G H2(-L). On a le fait suivant dont la démonstration 
est tout à fait analogue à celle du point 14.2(3) (le point crucial étant la centralité de A(F) dans 
M (F)) 

(4) Il existe un entier naturel cq tel que pour tout c ^ co, g G M(F)K et h G H (F), on ait 

l'égalité 

/ fo{g~ l hug)£,{u)du = \ f (g~ l hug)$,(u)du 
JU(F) JU(F) C 
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Fixons r G O un point base et un parabolique Q G V(L). On notera 7r A = Ïq(t\) pour 
A G i*4^ ^ et on réalise toutes ces représentations sur l'espace commun K.q t . On munit E T d'un 
produit scalaire invariant, alors ICq t hérite d'un produit scalaire induit. Soit Kf C K un sous- 
groupe ouvert tel que / soit biinvariante par Kf et soit Bq S une base orthonormée de (JCq T ) Kf ■ 
Pour tout g G G (F) on a 

fo(9) = [iA v :iAl F }- 1 £ / m(r A )( e ,7r A ( 5 - 1 )7r A (/)e)dA 

Soit co un entier tel que (4) soit vérifié. Pour c ^ co, <7 G M(F)K et e G E a , remplaçons dans 
(2) fo par son expression précédente. Après les changements de variables h i-> et u -1 , 



Jh(F)xU(F) c 

Y] / m(T X )(TT\(g)e,iTx(hug)Trx(f)e)Ç(u)d\dudh 
„ JiA* „ 



A g fixé le coefficient (7r A (g)e, 7r A (/iU(7)7r A (/)e) est essentiellement majoré par rP{hu) indé- 
pendamment de À. On en déduit que l'expression précédente est absolument convergente ce qui 
permet de permuter les intégrales et on reconnaît alors l'intégrale intérieure : c'est C- KX)Œ)C {e ® 
TTx(g)e,e®irx(g)'^x(f)e). Quitte à accroître cq c'est aussi £- ! rx,<T( e ® 7r x(g)e,€<gnrx(g)'K\(f)e)- On 
a alors 



JL,o{e,f,g) = [iAo ■ iA\ F ] 1 Yl / m ( TA 

«7 ^L.f 



Ar A)0 -(e <8) vr A (5f)e, e 7r A (»7r A (/)e)cL\ 

En particulier si m(0,a) = alors Jl,o{^i /> âO = pour tous e G et 5 G M{F)K. 
Supposons que m(C, a) = 1 et fixons des familles (e^^i,...^, (£_,•)_,•=!,...,„, (e^^i,...^, (&,•)_,■=!,...,„, 
(<Pj)j=i,...,n vérifiant le ii)b) de la proposition 14.2.2. Pour A G iA* L F , g G M(F)K et e G /Cq t 
considérons la somme 

x \(e,g) = E ^A,<r( e ^ )7r A(5')e,e<8)vr A (5)7r A (/)e) 

Pour j = 1, . . . , n et c, c' G N posons 

Xx,j,c,c'(e,g) = / (a(h)ë j ,e j )(Trx(h'u'g)e,TTx{hu)e i ) 

JH(F)U(F) C JH(F)U(F) C , 

(e'j, TTx(h'u' g)TTx(f)e)^(u)du' dh f dudh 

C'est une intégrale absolument convergente. Alors la même discussion que dans [W2] p. 91 
montre que pour c et ë assez grand on a 

n 

x x {e,g) = Y2,vM) x \j,c,c'{z,g) 
3=1 
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On pose Jl,o(8(t, f, g) = E ^L,o( e , f, g)- Ce que l'on vient de dire implique alors l'égalité 
suivante 

n ,. 

J L ,o{0a,f,g) = [iA y o :iA y L ^ 1 E E/ m(Tx)ipj{X)Xx,j,c,c'{e,g)dX 

is , „-_i JiA* r „ 



D'après (3) on a aussi 



J(e a ,f,g)= J2 E ^WW^Jl^J^) 
LeC(M min ) oen 2 (L) 

Jn{O g J) est l'intégrale de J{e u J 1 mk)K N {mk)ô P {m)- 1 sur m G H{F)\M{F) et k £ K. 
Pour L G £(M min ), O € U 2 (L) et iV, C G N posons 

n „ 

JL,o,N,c(O a ,f) = [iA y : iAl F ]~ l Y, E / m (jx)vM) 

/ l CT <c«o S (A r )( /lu )(o-( /l )4' e i) / (TTx(g)e,TT X (hu)e j ) 

Jh(f)u(f) c Jg(f) 

(e' j ,7rx(g)ivx{f)e)K N (g)dgdudhdX 

Lemme 16.2.1 (i) Cette expression est absolument convergente, 
(ii) Il existe C tel qu'on ait la majoration 

\JN(9 a J)- E E W G \\W L \- l J Lt0 ,N,c{.e a J)\«N- 1 

LeC(M min ) oeu 2 (L) 

pour tout N ^ 2. 

Preuve : C'est exactement la même que celle du lemme 6.4 de [W2] où on remplace les 
majorations 4.3(6) (7) et (8) de [W2] par les majorations de la proposition 13.0.5 ■ 
On fixe dorénavant un C qui vérifie le (ii) du lemme précédent. 

16.3 Changement de fonction de troncature 

On fixe jusqu'au paragraphe 16.5 des données L G C(M m i n ), Q G V(L), O G {^(L)} 
et r G O. Soit Y G -4p min - On en déduit une (G, M m j ra )-famille orthogonale positive y = 
(Yp)pe-p(M min )- Soit g h- > u(g,y) la fonction caractéristique de l'ensemble des g G G(F) qui 
s'écrivent g = k\mk2 avec k\,k 2 £ if et m £ M m i n {F) qui vérifie . (HM min (rn),y) = 1- 
Soient e',e" G /Cg T et ip une fonction holomorphe sur un voisinage de iA* L F dans A* L c / iA\ F . 
Pour e G /C^ T , g, g' G G(F) et À G F posons 

$(e,g,g',X) = (ir x (g)e, irx(g')e )(e", vr A ( 5 )7r A (/)e) 

On définit alors 

$iv(</) = E / <K A ) m ( T A) / 3>(e,g,g',X)K N {g)dgdX 
Kt JiAl.F Jg{f) 
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*Ytf)= Y, / 0(A)m(r A ) / <S>(e,g,sf,\)u(g,y)dgd\ 
Ki JiAl p JG(F) 

Proposition 16.3.1 Les deux expressions ci-dessus sont absolument convergentes. Soit R un 
réel, il existe deux réels c\ , C2 > tels que 

\$N{g')-3>Y{g')\ «N- R 

pour tout N ^ 2 et pour tous g' G G(F), Y G A^> . vérifiant a(g') ^ Clog(N) et c\log(N) ^ 
a(Y) ^ C2-/V pour tout a G A m j n 

Preuve : Il suffit de reprendre la preuve de la proposition 6.6 de [W2] et d'y apporter trois 
modifications : 

- Il faut remplacer la majoration 4.3(2) de [W2] par la majoration de la proposition 13.0.2. 

- Pour établir l'analogue du point (5) de la preuve dans [W2], on n'a besoin que de la 
propriété suivante sur la fonction de troncature kn : 

Il existe une constante C3 > tel que pour tout g G G (F) vérifiant a (g) ^ C3N on a 

KN{g) = 1 

- Il y a une erreur dans la preuve de la proposition 6.6 de [W2] qui a été corrigée dans [W5]. 
L'erreur se trouve dans l'utilisation de l'inégalité (11) pour majorer la fonction /s. Si la 
fonction est seulement C°° cela ne suffit pas, car ses coefficients de Fourier ne seront qu'à 
décroissance rapide. Puisque l'on a supposé ici que la fonction (p admet un prolongement 
holomorphe sur un voisinage de iA* L F , la fonction de la référence admettra elle aussi 
un prolongement holomorphe dans un tel voisinage. Ainsi les coefficients de Fourier de 
fi seront à décroissance exponentielle. Il suffit alors de remplacer l'inégalité (11) de la 
référérence par la suivante 

(11') Pour tout c > on a la minoration 

\Ç(xm' ,ym)\ > clog(N) 
pour tout x,y G K\, pourvu que c\ soit assez grand. 

On peut alors majorer /s par une puissance négative de ./V aussi grande que l'on veut, 
pourvu que c\ soit assez grand. Avec cette correction mineure la preuve de [W2] devient 
correcte. 



16.4 Utilisation des calculs spectraux d'Arthur 

Pour tout e > on note Vie) l'ensemble des Y G At> tels que 

*min 

inf{a(Y);a G A} > esup{a(Y);a G A} 

Fixons une norme |.[ sur Au mm - Pour L' G C(L), on note Aq eU l'ensemble des A G iA* L tels 
que R l '(t\) Pi W L> (L) reg 7^ 0. Cet ensemble est stable par translation par iA\ F + iA* L ,. Pour 
un tel L' et un tel A on dispose d'une décomposition 
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Fixons S' = L'U' € V(L') et posons Q(S') = (V n Q)U' . On en déduit par induction une 
décomposition analogue de t ^ que l'on peut aussi écrire 

*-§(S'),t = *-Q(S'W 
CeR L '(r x y 

On note proj\^ la projection de /Cq^m t sur £q(5/) t £ P ar rapport aux autres facteurs. Pour 
tout </ € G(F) on pose 

<%')= E E iiî L '(r A )|2^-^ e 

/ (proj x ,( o RQ^QiTx+v)*? ,proj\,c ° #q(S')|q( t a+^q( t a+^ 

J L'( i L'nQ( T A+^> C)> /M* + 

Proposition 16.4.1 S'oit e > et 1. On a 

\^ Y (sf)-^{sf)\«(r(sf) R S G (sf)\Y\- R 
pour tout g' G G(F) ei £ouf y G P(e) n ^M min ,F- 

Preuve : C'est la même que celle des sections 6.7 et 6.8 de [W2]. La proposition 6.7 de [W2] 
reprend les calculs spectraux d'Arthur pour la formule des traces locale (dans [A3] p. 69 à 88) 
qui donnent une approximation de notre terme <&y(l) dans le cas où ip = 1. Waldspurger montre 
qu'on peut alors glisser une fonction ip tout le long des calculs d'Arthur et que ceci donne une 
approximation du terme <&y(g') même lorsque g' ^ 1. Le lemme 6.8 de [W2] démontre que cette 
approximation est alors exactement notre terme &(g')- Ces deux démonstrations sont tout à fait 
générales et s'appliquent à des groupes G réductifs connexes généraux sauf le dernier paragraphe 
de la preuve du lemme 6.8 où il est fait usage de propriétés particulières des iî-groupes dans le 
cas des groupes spéciaux orthogonaux. Ces propriétés sont aussi vérifiées dans le cas unitaire cf 
section 3.2 ■ 



16.5 Evaluation d'une limite 
Lemme 16.5.1 On a l'égalité 

YmJ L ,o,N,c{e <J J) = [iA y :iAl F ]- 1 E (-!) ai ' E 

\ R L' {TxWLl -a L £ j ' jG {i L; inQ{Tx+ ^ J W 

Cefli'(7>)Vm(i^ ng (7>,c),«T)=i lA * L '> F 



Preuve : Encore une fois c'est exactement la même que celle du lemme 6.9 de [W2]. Il suffit 
d'utiliser la majoration du corollaire 13.0.1(1) à la place de la majoration 4.3(4) de [W2], et de 
remarquer que le théorème 14.3.1 et la proposition 15.3.1 entraînent les analogues des lemmes 
5.3(ii) et 5.4 de [W2] ■ 
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16.6 Preuve du théorème 

Il suffit de reprendre le paragraphe 6.10 de [W2]. Fixons V G C(M min ) et O' G {U eU (L')}. 
D'après les lemmes 16.2.1 et 16.5.1, il s'agit essentiellement de compter les quadruplets (L, O, À, Q 
où L G C L '(M min ), O G {U ell (L)}, A G Ao,ell/( iA L,F + iA u) et C G ^ L '(r A ) v (t est un point 
base de O), tels que 

(Q est n'importe quel élément de V(L)) ■ 

17 Une formule pour la multiplicité 

17.1 Le théorème 

Soient (V, hy) et (VF, h\y) deux espaces hermitiens compatibles de groupes unitaires respectifs 
G et H. Soient 9 et 9' des quasicaractères sur et H (F) respectivement. Supposons que 

dy > dw- On reprend alors les notations de la section 5. Il y est défini un ensemble T de tores 
de H. On pose alors 

m geom (9,9') = V \W(H, T)| _1 lim f c e ,(t)c e (t)D H ' {t) 1 ' 2 D G '{t) 1 / 2 t A(t)- 1 ' 2 dt 
têt s ^ 0+ • /t ( f ) 

Cette expression a un sens d'après les lemmes 5.2.2 et 5.3.1. Si dy/ > dy on pose m geom (9, 9') = 
fngeom(d' ',&)■ Pour 7T G Temp(G) et c G Temp(H) on notera = cg v , c a = ce a , m geom (9,a) = 
(0Av) et (7T,<7) 

Théorème 17.1.1 Pour foui 7r G Temp(G) et a £ Temp(H) on a l'égalité 

m(ir,a) = m geom (7r,a) 

Soit / G C%°(G(F)) une fonction cuspidale et a G Temp(H). Posons 
m sp ec{f,o-)= ^2 t(7r)- 1 9 7T (f) 

7ren e;i (G);m(7r,<T v )=l 

Le théorème précédent découlera alors du théorème suivant 

Théorème 17.1.2 Soient f et a comme ci-dessus. On a 

m sp ec(f,o-) = m geom (I9f,a) 

Ces deux théorèmes seront démontrés en 16.4 et 16.5. 
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17.2 Induction pour la multiplicité géométrique 

Soit k ^ 1 un entier. Pour 9 un quasicaractère de GLk(E) on pose m geom (9) = cep k (\) où 
Ok est l'unique orbite nilpotente régulière de Ql k (E). Remarquons que ce terme ne dépend que 
de la restriction de 9 au sous-ensemble {Hji E/F GL k = 0} de GLk(E), car ce sous-ensemble est 
un voisinage de 1. 

Fixons deux espaces hermitiens compatibles (V,hy) et (W, hw) de groupes unitaires respec- 
tifs G et H et soit L un Lévi de G. On a alors une décomposition 

L ~ R E/F GL ni x ... x R E/F GL nk x G 

où G est le groupe unitaire d'un sous-espace hermitien V de V. Pour j = l,...,k soit 9j un 
quasicaractère de R E / F GL nj et 9 un quasicaractère de G. On note 9 L = 6\ (g) . . . ® 6k <8> 
le quasicaractère de donné par 9 L (g\, . . . , gk, g) = #i(<7i) • • • 6k(gk)6(g)- Enfin, on pose 

m 9 eom(6 L , p) = m geom (d,p)m geom (6 1 ) . . . m geom (9 k ). Soit a G Temp(H). 

Lemme 17.2.1 Supposons que 6 = Indf(9 L ) alors on a 

m geoni (9,a) = m geom (9 L , a) 

Preuve : Posons n = n\ + ... + n k . Fixons une injection (W, hw) dans (V, hy). On distingue 
trois cas 

Cas dy > d-çr > dw '■ Quitte à conjuguer L, on peut supposer que W C V. Les ensembles 
de tores à partir desquels sont définis m geom (9,a) et m geom (9,a) sont alors les mêmes : c'est 
l'ensemble noté T dans la section 5. On a par définition 



g eom{e,a) = V \W{H,T)\~ l lim / c a v (t)c e (t)D H (t) 1 / 2 D G (t) 1 / 2 A(ty- 1 / 2 dt 
Z—L s^o+ Jt(f) 



m 

f^T "~ M) ' Jr 

et 



m geom (9 L ,a) = C0 1>Oni (l)...C0 ktOnk (l) £ \W(H, T)| _1 



Ter 



lim ! c a v(t)c ë (t)D H (t) 1 / 2 D ô (t) 1 / 2 A(t) s ' 1 / 2 dt 



Soit T G T. On a alors une décomposition orthogonale W = W' © W" tel que T soit un 
tore maximal anisotrope de H' le groupe unitaire de W . On note H", G" et G" les groupes 
unitaires des supplémentaires orthogonaux de W' dans W, V et V respectivement. Rappelons 
que 7], est l'ensemble des i G T dont toutes les valeurs propres sur VF' sont différentes de 1 et 
de multiplicité 1. On a alors Zo(t) = G" x T. Il suffit de montrer que pour tout t G T^(F) on a 

(1) ^(^(^^(^^(^..^^(^(t)^ 
Rappelons que l'on a 



C9(t) = \Nil( ô »(F)) reg \ S 
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Soit O G Nil (g" \F)) reg . Le lemme 2.3 de [W2] permet d'exprimer cg^o{t) à partir de 9 L . 
Explicitons la formule dans notre cas particulier. Il y figure une somme sur X L {t) un ensemble 
de représentants des classes de conjugaison par L(F) des éléments de L{F) conjugués à t par 
G(F). 

(2) On peut prendre X L (t) = {t} 

En effet, soit g G G (F) tel que gtg^ 1 G L(F). Alors Al commute à gtg" 1 donc Al C 
gZcifyg^ 1 = g(G" x T)g~ l . Le tore T étant anisotrope on en déduit Al C gG" g^ 1 . L'intersec- 
tion des noyaux des a — 1 dans V pour a G Al(F) est V d'où gW' C F. Comme on a aussi 
W C V", d'après le théorème de Witt quitte à multiplier g par un élément de G (F) C L(F) on 
peut supposer que gW = W. Alors g stabilise aussi V" et si on note g' la restriction de g à W 
on a gtg' 1 = g'tg'- 1 et g' G iï'(F) C d'où (2). 

La deuxième somme du lemme 2.3 de [W2] porte alors sur T t /Gt(F) où F t = Z G / F \(t) et on 
a vu que ce centralisateur est connexe. La deuxième somme est donc elle aussi triviale. Enfin la 
dernière somme porte sur les orbites O' G Nil(lt) telles que [O : O'] = 1 c'est-à-dire telles que 
O soit dans l'induite de O'. On a 

Lt = R E/F GL ni x ... x R E/F GL nk x G" x T 

et 

Nil(l t ) = Nil( 9 l ni (E)) x ... x Nil( ô l nk (E)) x A^(g") 

De plus si [O : C] = 1, alors l'orbite nilpotente O' est régulière. Comme Nil(Qi n .(E)) reg = 
{O nj } pour j = l,...,k, cette dernière somme porte en fait sur les O' G Nil(Q") reg telles 
que [O : O ni x . . . x O nfc x C] = 1. On vérifie aisément à partir de la description en 3.3 
des orbites nilpotentes régulières d'un groupe unitaire qu'il existe une unique telle orbite O' 
et que l'application O t— > O' est une bijection entre Nil(Q") reg et Nil(g") reg . Enfin le terme 
[ZL(t)(F) : Lf(F)] apparaissant dans le lemme 2.3 de [W2] est trivial car ^i(t) = R,E/FGL ni x 
. . . x R E / F GL nk x G" x T = Lt- Finalement on obtient 

£ c 6 ,o{t) = D G {tr^D L (t)^c eiPni (1) • • • c ekPnk (1) £ cg >0 (t) 

OeA^(£i"(F)) res OeAfii(g"(F)) re9 

Puisque L> L (t) = D ô (t) et \Nil(g"(F)) reg \ = \NU(q" (F)) reg \, c'est l'égalité (1), ce qu'il nous 
fallait. 

Cas dy > dyy > djj : A nouveau, quitte à conjuguer L, on peut supposer que V C W . Les 
ensembles de tores définissant m geom (6,a) et m geom (9,a) sont cette fois différents. On les note 
T et T respectivement : ce sont des classes de représentants dans des ensembles de tores T et 
T pour l'action par conjugaison de H (F) et G (F) respectivement. On a alors 

m geom (0,a) = V \W(H, T)| _1 lim / C(T v (t) c ,(t) J D^(t) 1 /2 Z) G (t) i/2 A(tr -i/2 dt 

et 
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,(0 L , a) = c ei , 0ni (1) • • • co k , 0nk (1) £ | W(G, T) I" 1 



Ter 



lim / c (7 v(t) c -(t)Z) ô (t) 1 / 2 J D i/ (t) 1 /2A(t) s - 1 /2 dt 



s^0+ Jt(F) 

Notons itit(0, a) le terme correspondant à T G T dans la première somme. 

(3) Si T G T n'est conjugué à aucun élément de T par H(F) alors m,T(9, a) = 

Soient W = W T © la décomposition orthogonale associée à T et t G T(F) en position 
générique. Il suffit de montrer que t n'est conjugué à aucun élément de L(F) par G(F) car alors 
t n'est pas dans le support de 9 = Ind < f j {9 L ). Or si g G G(F) est tel que gtg^ 1 G L(F) alors par 
le même raisonnement que pour (2) on a gW' T C V C VF. D'après le théorème de Witt, il existe 
h G H(F) tel que /iWy = gW^ C F. Mais alors KFh~ x G T ce qui contredit l'hypothèse. 

(4) Si T G T est conjugué par H (F) à un élément T' G T, alors cet élément est unique et on a 

* \W(H,T)\ = \W(G,T')\. 

Soient Ti,T2 G T" et h G H(F) tel que hTih^ 1 = T2. On a des décompositions orthogonales 
V = F/ © F/' et V = V 2 ' © V2" associées à T\ et T2 respectivement. On a alors /tV/ = V^. 
D'après le théorème de Witt, quitte à multiplier h par un élément de G(F), on peut supposer 
que V{ = V 2 '- Soit /i' la restriction de h à V{ on a alors h'Tih'~ l = T2 et /i' G G (F) ce qui 
prouve le premier point. Soit T' £ T et V = V ® V" la décomposition orthogonale associée. 
On note W" le supplémentaire orthogonal de V' dans W et H', G" H" les groupes unitaires 
de V' , F" et VF" respectivement. Pour établir le deuxième point il suffit de remarquer que 
Norm H{F) {T') = H" x Norm H , {F) (T) et Norm ô{F) (T') = G" x Norm H , (F) (T) d'où des iso- 

morphismes W(H,T') ~ W{H',T) ~ W(G,T'). 

D'après les points (3) et (4) on peut faire porter la somme définissant Tfig eorn (9, a) sur T G T. 
Soit T G T un tel tore. Soit V" = V"' © V"" la décomposition orthogonale associée à T, F" 
l'orthogonal de V' dans F et G", G" les groupes unitaires de V" et F" respectivement. D'après 
(4), pour établir l'égalité voulue, il suffit de voir que pour t G T^(F), on a 

(5) ce(t)D G (t) 1 ' 2 = Cê(t)c ei ,o ni (1) • • • ce k ,o nk (l)D ù (t)^ 

On a toujours 

ce{t) = \mWF)) reg \ £ c ^ (t) 

Soit G Nil (g" (F)) reg et exprimons cq oit) à partir du lemme 2.3 de [W2]. Le même 
raisonnement que dans le premier cas montre qu'on a Tt = Gt(F) et qu'on peut prendre X L (t) = 
{t}. De plus, si V ytz 0, il existe une unique orbite O' G Nil(g") reg telle que [O : O ni x 
... x O nfc x O'] = 1 et l'application O 4 O' est une bijection de Nil(g") reg sur Nil(g") reg . 
Si F = 0, alors Nil(g") 

reg ne contient qu'une orbite O' et pour toute O G Nil(g") reg on a 
m x . . . x O nk x C] — 1. Dans tout les cas, on en déduit que 

c e (t) = c § (t)c ei , 0ni (1) • • • ce k>0nk {\)LP{t)-WD L {t r l* 
Puisque D L {t) = D ù (t) c'est l'égalité (5). 
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Cas dyy > dy > : On peut alors trouver une décomposition orthogonale W = (Z + ©Z_)© 
D © V où D est une droite et Z + , sont deux sous-espaces totalement isotropes. Soit D' une 
droite munie d'une forme hermitienne opposée à ho- Considérons l'espace hermitien V somme 
orthogonale de W et D 1 et notons G 1 son groupe unitaire. Alors V' est somme orthogonale de 
Z' + © Z'_ et de V où Z' + et Z'_ sont totalement isotropes. Posons L' = GL(Z' + ) x G, c'est 
naturellement un sous-groupe de Lévi de G'. Soit Oql l'unique orbite nilpotente régulière de 
qI(Z' + ) et 6gl un quasicaractère de GL(Z' + ) tel que cg GL ^o GL (1) = 1 (il en existe). Posons 
6> = Indf,(e GL © 9). D' après le deuxième cas on a m geom (9,a) = m geom (9',a). Soit L" = 
GL(Z' + ) x L, c'est naturellement un sous-groupe de Lévi de G'. Puisque 9 = Ind ( [(9 L ), on a 
aussi 6' = Ind1„(9GL © #i © • • • © #fc © 0). Appliquant à nouveau le deuxième cas, on obtient 
l'égalité voulue ■ 

17.3 Pseudo-coefficients 

Soit (V, hy) un espace hermitien de groupe unitaire G. Soit L un Levi de G et r une repré- 
sentation irréductible de la série discrète de L(F) tel que R(t) fl W(L) reg ^ 0. On a vu dans 
le paragraphe 3.1 qu'alors R(t) D W(L) reg ne contient qu'un seul élément que l'on avait noté t. 
Pour tout £ G i?(r) v , on pose 7r(£) = îq(T)C) °ù Q G ^{L)- Les considérations des paragraphes 
7.3 et 7.4 de [W2] valent toujours car elles n'utilisaient que le fait que Aq = {1}. En particulier 
on a 

Lemme 17.3.1 // existe une fonction cuspidale f G C£°(G(F)) vérifiant 

i- io s = £ c(*)0 W (o 

Ceiï(r)v 

& ^(C)v(/) = C(i)i(vr(C) V ) foui ( G R(r) y 

3- 9a v (f) = pour tout a G Temp(G) qui n'est pas l'une des représentations 7r(£). 

On définit T e u(G) comme l'ensemble des représentations virtuelles tempérées de G(F) de la 
forme Ç(t)7r((), où r est comme précédemment. 

CeR(r)v 

17.4 Le cas du groupe linéaire 

Soient k ^ 1 un entier et G = Re/eGL^. Soit / G C%°(G(F)) une fonction cuspidale. Posons 

m spec (f) = £ Mo : ^G,F] _lé, 7r(/liî G =o) 

Oe{n eii (G)} 

où on a fixé un point base ir dans chaque orbite. 
Lemme 17.4.1 Pour toute fonction cuspidale f G C%°(G(F)), on a l'égalité 

mgeom(.I9 /) — Wlspec(f) 
Preuve : C'est le lemme 7.6 de [W2] ■ 
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17.5 Le théorème 17.1.2 implique le théorème 17.1.1 

Supposons le théorème 17.1.2 vérifié et montrons que le théorème 17.1.1 l'est aussi. Le 
résultat est établi par récurrence. On veut montrer que m geom (TT,a) = m(ir,a) pour tout 
(7r,cr) G Temp(G) x Temp(H). Fixons a. On peut étendre la définition des multiplicités m(.,a) 
et m geom (., a) par linéarité à l'ensemble des représentations virtuelles tempérées. Il surfit de mon- 
trer l'égalité sur une famille génératrice de cet espace. Une telle famille est formée par l'union de 
T e n(G) et de l'ensemble des représentations tempérées qui sont des induites propres paraboliques 
de représentations tempérées irréductibles. 

Traitons d'abord le cas où tt est une induite propre. On peut alors trouver un Levi L de 
la forme R E / F GL/, x G où G est le groupe unitaire d'un sous-espace hermitien V de V, un 
parabolique Q G V(L) et une représentation n®îr G Temp(L) = Temp(GLk(E)) x Temp{G) de 
sorte que tt ~ iq{^ & tt)- D'après la proposition 15.3.1 on a alors m(ir, a) = m(îr, a). D'après le 
lemme 17.2.1 on a m geom (ir, a) = m geom (TT,a)cQ^ j o k (l). D'après un résultat de Rodier ([Ro]) le 
coefficient cg^ t Q k (l) vaut 1 si fi admet un modèle de Whittaker et sinon. Puisque /x est tempé- 
rée, fi admet un modèle de Whittaker et ce coefficient vaut 1. D'après l'hypothèse de récurrence, 
on a m(jr, a) = m geom (TT,a). D'où l'égalité m(7r, a) = m geom (ir , a) . 

Il reste à établir l'égalité pour tt G T e u(G). On peut alors trouver L et r comme dans le 
paragraphe 17.3 tels qu'avec les notations de ce paragraphe on ait tt = ^ Ç(t)Tr((). Soit 

çeR(r)v 

/ G C%°(G(F)) une fonction cuspidale vérifiant les conclusions du lemme 17.3.1. On a alors 

m spec (f,a)= Y, WY^Af) 

7r'en eH (G);m(7rV v )=l 

= y, ™wov v x(*) 

çeR(r)v 

= Y. m(7r(C),a)C(t) 
Cei?(r)v 

= m(TT, a) 

où à la troisième ligne on a utilisé le lemme 15.0.1. Enfin, d'après le premier point du lemme 
17.3.1 on a aussi 19 / = 9 n d'où m geom (I9f,a) = m geom (7T, a). Le théorème 17.1.2 appliqué à / 
et a donne alors l'égalité voulue. 

17.6 Preuve du théorème 17.1.2 

La démonstration de ce théorème procède aussi par récurrence. Les multiplicités m geom (I9f, a) 
et m spec (f,a) vues comme distributions en / sont invariantes. D'après le lemme 1.8.1, on peut 
donc supposer / très cuspidale. Les théorèmes 5.4.1 et 16.1.1 calculent de deux façons la limite 
lorsque N tend vers l'infini de Jj^{9 a y , /). Ces deux expressions sont donc égales, autrement 
dit on a J geom {9 a v , f) = J spec (cj v , /). On a J geom (0 CT v , /) = m geom {9 / , a) . D'après la définition 
16.1.1 on a 

Js P ec(<j\f)= Y \W L \\W G \- l {-l) aL J speC)L {cj\f) 

LeC(M min ) 

où on a posé 
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JspecA^J') = E Mo : ^L,F] _1 i(0) _1 / J%{*X,f)d\ 

oe{n ell (L)}MO,« v )=i JiA ^f 

On reconnaît Jspecfiip^ i f) : c'est m spec (f,a). Plus généralement, soit L € C{M m i n ). Re- 
prenons les notations et les résultats d'Arthur rappelés dans la section 1.8. On pose f E = 
4>L(f)^H L =o- C'est une fonction cuspidale de L(F). Puisqu'on a fixé les mesures de sorte que 
iA* L F soit de mesure 1, l'égalité 1.8(1) nous donne 

Js P ecA^J) = E Mo : iAl^-Hior^ifL) 

oe{n ell (L)}MO,^)=i 

Le Levi L admet une décomposition L ~ R E j F GL ni x . . . x R E / F GL nk x G où G est le 
groupe unitaire d'une sous-espace hermitien V de y. L'espace des fonctions cuspidales sur L(F) 
est produit tensoriel des espaces des fonctions cuspidales sur les GL nj (E) et de l'espace de 
fonctions cuspidales sur G (F). On définit sur cet espace la forme linéaire m spec (.,a) comme le 
produit tensoriel des formes linéaires m spec sur les GL n .{E) et de la forme linéaire m spec (.,a) 
sur G (F). On vérifie alors aisément l'égalité 

Js P ec,L{p V , f) = rn S p ec (fL,cr) 

Si L ^ G, on a aussi m spec (fL, <r) = m geom (I9f L , a). En effet, il suffit de vérifier l'égalité sur 
les tenseurs purs et c'est alors une conséquence du lemme 17.4.1 et de l'hypothèse de récurrence 
sur les espaces compatibles V et W. On a donc l'égalité 

(1) m spec (f,a) = m geom (6 f ,a)- E \W L \\W G \-\-l) aL m geom (I6 fL ,a) 

LeC(M mm );L^G 

D'après le lemme 1.8.2 on a l'égalité 

m geom (e f ,a)= E \ wL \\ wG \~\- l T Lm 9eorn{Ind ( l{ie 4>LU) ),u) 

LeC(M min ) 

D'après le lemme 17.2.1, pour tout L G C(M m i n ), on a 

HT-geom 

,a) = m geom (I6 4>L ^),a) 

Le quasicaractère I9 ( j >L ^ est la somme des quasi caractères I0(j> L (f)i H =z pour Z € Al,f- 
D'après une remarque faite au début du paragraphe 17.2, seul le terme pour Z = intervient 
de façon non nul dans m geam {I9^ L ^,(T). On a donc m geom (I9 ( j )L ^,a) = m geom (I9f L ,a). La 
plupart des termes de l'égalité (1) se simplifient et on obtient 

m spec (f,a) = m geom (I9f,a) 

18 Une application à la conjecture de Gross-Prasad 

18.1 Hypothèses sur les L-paquets 

On reprend la situation de la section 4. On note d la dimension de V et dw celle de W . On 
suppose désormais G et H quasidéployés et on affecte les objets que l'on avait définis d'un indice 
i : Gi, Hi, Vi, Wj... Il existe à isomorphisme près un unique espace hermitien V a non isomorphe 



106 



à Vi et de même dimension que V\. Si dw ^ 1, il existe aussi un unique espace hermitien W a 
non isomorphe à Wj et de même dimension que Wj. Si d^y = 0, on pose simplement W a = 0. 
Notons G a et H a les groupes unitaires de V a et VF a respectivement. Dans le cas où dw ^ 1, les 
espaces hermitiens V a et Z ©- 1 D ® L W a sont isomorphes et on fixe un tel isomorphisme. Pour 
tous 7T G Temp(G a ), a G Temp(H a ), on dispose donc de la multiplicité m(ir,cr) (indépendante 
de l'isomorphisme choisi). Si dw = 0, il n'existe alors pas d'isomorphisme entre V a et Z®D®W a 
et pour tous ir G Temp(G a ), o G Temp(H a ) on pose m(ir, a) = 0. On affectera d'un indice a les 
objets définis à partir du couple (V a , W a ). 

D'après des conjectures d'Arthur et Langlands il existe des décompositions de Temp{Gi) et 
Temp{G a ) en sous-ensembles finis disjoints appelés L-paquets vérifiant les conditions suivantes 

1. Si II est un L-paquet de Temp(Gi) ou Temp{G a ) alors #n = n est une distribution 

Tren 

stable. 

2. Il existe une application injective des L-paquets de Temp(G a ) dans les L-paquets de 
Temp(Gi) qui vérifie les deux conditions suivantes : 

(a) Si le L-paquet Ilj est l'image du L-paquet II a alors (— l) d+1 9n a est le transfert à 
G a (L)de%. 

(b) Si le L-paquet Ilj n'est l'image d'aucun L-paquet de Temp(G a ) alors le transfert de 
la distribution #n 4 à G a (F) est nul. 

3. Pour tout L-paquet Ilj de Temp(Gi) et toute orbite nilpotente régulière O de Qi(F), il 
existe un et un seul élément de II qui admet un modèle de Whittaker relativement à O. 

On suppose que ces conjectures sont vérifiées pour le couple (Gj, G a ) ainsi que pour le couple 
{Hi,H a ) si d w > 1- 

18.2 Un calcul de fonction j 

Lemme 18.2.1 Soient B un sous-groupe de Borel de Gi défini sur F, T q d un tore maximal de B 
défini sur F et X qd G t qd (F) C\Qi, reg {F). Posons W Gl = W(G h T). Pour tout O G Nil reg (Qi(F)), 
on a 

j(0,X qd ) = \Nil reg (gi(F))\~ 1 \W Gl \D Gt (X q d)~ 1 / 2 

Preuve : Pour tout A G L x < 2 on aj(0, XX qd ) = \X\f miT) ~ dim{Gt))/2 j{0,X qd )etD G ^XX qd ) = 
|^|(<fem(T) dim(G z ))/2 jyGi^^y jj suffit donc d'établir le résultat pour X qd dans un voisinage de 
0. Pour X qd G t qd (F) n Qi,reg(F) assez proche de 0, on a 

j(X qd ,X qd )= ^2 r o(X qd )j(0,X qd ) 

OeNil( Si (F)) 

Appliquons l'égalité 1.4(1) à M = T qd et X = Y = X qd . On obtient 

j(X qd ,X qd ) = \W Gi \D G *(X qd )- 1 / 2 
D'après le lemme 9.3.1, on a donc 

j(<D,X qd ) = \W G <\D G <(X qd )- 1 /* 

OeNil( Si (F)) reg 
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Si dim(Vi) est impaire, alors il n'y a qu'une seule orbite nilpotente régulière dans Qi(F) et on 
a le résultat voulu. Si dim(Vi) est paire alors il y a deux orbites nilpotentes régulières que l'on 
note et 0_. Soit g un élément non central du groupe des similitudes de V{ qui commute à 
T q d- Alors la conjugaison par g échange 0+ et CL. On a alors pour tout X qd G t q d{F) P\ Qi :reg (F) 

j(0-,X qd ) = 3{gO + g-\gX qd g- 1 ) = j(0 + ,X qd ) 



18.3 Classes de conjugaison stable de tores 

Dans la suite, on notera Tj, = T(W\,,D) où b = i ou a. Fixons un E ®f F-isomorphisme 
$ : W a ®fF ->■ Wi ®F ^ tel que fovrç ($(«;), <&(u/)) = h Wa (w , u/) pour tous u>, G W a 
Pour /i G iï a , on notera = $0/10 G iïj. Soient T, T' G T a U Tj, on dit que T et T' 
sont stablement conjugués si et seulement si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée : 

1. T, T' G 7j, pour un certain indice b et il existe h £ H\, tel que hTh~ l = T 1 et l'isomorphisme 
t hthr 1 de T sur T' est défini sur F. 

2. Quitte à échanger T et T' , on a T G T a et T' G T; et il existe /i G H t tel que ^(T)/i _1 = T' 
et l'isomorphisme t i-> de T sur T' est défini sur F. 

Soit b = î ou a. Pour T G T|,, on introduit le groupe de cohomologie iï 1 (T) = H X (F,T). On 
définit alors 




\H\T)\/2 siT/{l} 
1 sinon. 



Soit W(H\,,T) = NormH^(T)/ZH b (T), c'est un groupe algébrique défini sur F. On note 
Wf(H],,T) l'ensemble de ses points sur F. 

Lemme 18.3.1 (i) Soient T, T' £T a UT_i tels que T ~ stab T' . Alors est isomorphe à 

De plus, si on est dans le cas 1 ) alors on peut trouver h qui vérifie 1) et dont la restriction à 
Wtp soit un isomorphisme défini sur F avec W!^,, si on est dans le cas 2) alors on peut trouver 
h qui vérifie 2) et tel que la restriction à W'^ de ho& soit un isomorphisme défini sur F avec W!£,. 

(ii) Soit T G % où b = i ou a. On a alors 

£ \w{H^r)\- x = KnwpiH^n- 1 

T>e%,T'~ stab T 

et les termes h(T) et \Wf(H\,,T)\ ne dépendent que de la classe de conjugaison stable de T. 

(iii) Toutes les classes de conjugaison stable dans T a U % coupent T a et % sauf la classe du 
tore {1} G % qui ne coupe pas T a - 

Preuve : 

(i) Dans les deux cas les espaces hermitiens WJf et W/f", sont de même dimension et leurs groupes 
unitaires sont quasi-déployés sur F. Si dim(W^) est pair cela suffit à prouver que W!^ et W!^, 
sont isomorphes sur F. Si dim(W!^) est impair, on utilise le fait que W!£ © D et W^, © D ont 
aussi des groupes unitaires quasi-déployés sur F donc sont isomorphes et d'après le théorème de 
Witt, c'est aussi le cas de W![ et W^,. 
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Si on est dans le cas (1), il suffit de changer la restriction de h à W/^<S)F, qui est un isomorphisme 
entre W T <g>F et W T ,®F, par un isomorphisme entre W T et W F , défini sur F : le nouvel élément 
h vérifie alors (1) et le (i) du lemme. 

Si on est dans le cas (2), on remplace la restriction de h à &(W T <g> F) par h" o $^ ;/ ^_ où h" 
est un isomorphisme défini sur F de W!^ sur W F ,. 

(ii) Soit T G 7j,, alors d'après (i) pour tout T' G T\> Qui es t stablement conjugué à T, on 
peut trouver h G H b qui vérifie à la fois (1) et (i). Pour un tel h, on a alors a{h)^ 1 h G T pour 
tout a G IV. Réciproquement, pour h G i?t> vérifiant o(h)~ l h G T pour tout cr G IV, le tore 
hTh -1 est défini sur F, appartient à Tj, et est stablement conjugué à T. Soit 'Hy = {/t G iïj, : 
Vu G IV, a(h)~ l h G T}, on a alors une surjection 

Z : H^F)\H T /T —> {T' e% :T' ~ stab T} 

H\ ) (F)hT i-» l'unique élément de % qui est conjugué à hThT 1 par un élément de H\,(F). 

On vérifie facilement que l'application H\ ) (F)\Ht /T — » H 1 (F,T) qui à H\,(F)hT associe la 
classe du 1-cocyle a h-> cr(/i) _1 /i induit une bijection entre H^(F)\Ht/T et Ker(H 1 (F,T) — >■ 
H 1 {F, H],)) dont le cardinal vaut h{T). 

D'autre part, le cardinal de H\,(F)\Ht /T est aussi la somme des cardinaux des fibres de l'ap- 
plication Z. Soit T' G % vérifiant T 1 ^ s tab T et h G %r tel que hTh -1 = T' . La fibre de Z au 
dessus de T' est alors l'image de l'application 

H T ' n Narm H ,{T') -> H b {F)\H T /T 
n ^ H b (F)nhT 

qui se quotiente en une bijection de la fibre avec {N orm H ^ F ^{T')T')\HT> orniH^, (T') - Puisque 
l'on a une bijection naturelle 

(H TI (F)T')\Norm HAF) (T')T' ~ ^ (F) (T0\Ar O rm^ (F) (T') = W(ff b ,T') 

,1e nombre d'éléments dans la fibre est \W (H\ ) ,T')\~ 1 \H t ,(F)T'\Ht' (~l Norm^iT')]. On a une 
application naturelle 

H T ,(F)T'\H T ' n Norm H ,{T') -^W F {H h T') 

On vérifie aisément qu'elle est injective. Montrons qu'elle est aussi surjective. Soit u; G 
W FiH^^T') et n G NormH b {T') qui relève u;, pour tout <r G IV on a alors a(n)^ 1 n G Zh (T') = 
H T ,T' . Soit n' la restriction de n à W T , F : c'est un élément de H' T , que l'on considère comme 
un élément de H\, en le laissant agir comme l'identité sur Wff, ® F et qui relève alors encore u;. 
On a encore a^'^n' G T' pour tout a G donc n' G H Normu^T'). L'application est 
donc bijective et on a par conséquent 

\H T ,{F)T'\H T > n Norm H ,{T')\ = \W F (H b ,T')\ 
D'où la formule suivante 

£ |w(^ b ,r')|- 1 |w F (^,2 y )| = Mr) 

T'eT b ,T"~ stai) T 

Pour obtenir le résultat annoncé, il suffit donc de montrer que \W F (H b ,T)\ ne dépend que 
de la classe de conjugaison stable de T. Or si on est dans le cas (1), alors on a une bijection 
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W f{H\,,T) -> W F {H^T') donnée par w ^ hwh- 1 . On a une bijection analogue dans le cas 
(2). Enfin, h(T) ne dépend aussi que de la conjugaison stable de T car si T ^ s t a b T' alors T et 
T" sont isomorphes sur F. Cela établit (ii). 

(iii) Soit T £ T a alors puisqu'un des deux groupes G a et H a n'est pas quasi-déployé, on a 
VVy / donc la classe de conjugaison stable de {1} G % ne coupe pas 7^. De plus, il existe 
un unique espace hermitien W[ de même dimension que W' T mais non isomorphe à W' T et Wj 
est alors isomorphe à VF/ © W^f- On peut alors transférer T en un tore maximal T' du groupe 
unitaire de W[ et on a alors T' G Tj donc la classe de conjugaison stable de T coupe %. 

De la même façon soit T G % tel que ^ 0. Alors il existe un unique espace hermitien 
W' a de même dimension que W' T mais qui ne lui est pas isomorphe et W a est alors isomorphe à 
W a © W!£. On peut alors transférer T en un tore maximal T' du groupe unitaire de W' a et on a 
alors T' G T a donc la classe de conjugaison stable de T coupe T a - ■ 



18.4 Un résultat dans le sens de la conjecture de Gross-Prasad 

Théorème 18.4.1 Soit Ilj un L-paquet de Temp(Gi) et Sj un L-paquet de Temp(Hi). Si II, 
est l'image d'un L-paquet de Temp(G a ) alors on note Yi a ce L-paquet, sinon on pose Ii a = 0. 
On définit de même £ a . Il existe alors un unique couple (<r, ir) G (Ilj x Sj) U (Il a x S a ) tel que 
m(vr,cj v ) = 1. 

Preuve : Le cas dw = découle de notre hypothèse 18.1.3 sur les L-paquets de Temp(Gi). 
On suppose dorénavant que dw ^ 1- Soit b = i ou a. On pose mn h s b = m(7r, cr v ). Pour 

T G % on définit les fonctions cn b et cs b sur T^F) par 

c n b (0 = X] C7r W 
7ren b 

et 

cs b (i) = £ c CT (t) 

D'après le théorème 17.1.1, on a 
(1) ™n b ,s b = £ |W(JT b> T)rMT) lim / cn.W^^^W 172 ^^) 17 ^^)^ 1 / 2 ^ 



reT b 



Soient T G 7b et t G T^F). Soit B C G" T un sous-groupe de Borel défini sur F,T B C B un 
tore maximal défini sur F et À 7 ^ G te (F) n g" T reg {F). On fixe de la même façon un élément 

X qd G KTreg( F )- P ° Ur ^ G -^ X ' 2 aSSeZ P etit ' 011 a 



^(texp(AX ?d )) = Yl ce^o(t)\MF dim{0)/2 kO,X qd ) 

OeNil(g'^ T ) 

D'après le lemme 18.2.1, on a 



c Ub (t)= lim \W G '^\- l \X\ S f'^ )/2 e Ut> (texp(\X qd )) 

AG-F X 
A-5>0 
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et de la même façon 



c Sb (t) = lim \W H "r\^\X\P'- )/2 e^(texp(XX^ d )) 

A->0 

Soient T' G % stablement conjugué à T, h G H\, qui vérifie 18.3.1(i) et posons t' = hth~ l G 
T^(F), X' qd = hX qd h- 1 et X'£ = hX^hT 1 . Alors X' qd et X' qd vérifient les mêmes hypothèses 
par rapport à T' que X q d et X qd par rapport à T. On a donc 

cn b (0 = lim \W G '^ T ' | -1 |A|^ G ' b ' T '^ 2 ^n|, {t' exp{\X' qd )) 

A^O 

et 

CE k (0 = hm IW^^I^IAI^^fe^t'exp^)) 
AeF x 

A^O 

Puisque 6*n b et #£ b sont des distributions stables que t'exp(XX' qd ) = htexp(X qd )h~ 1 et 
G" G" 

\W b - T | = \ W b > T ' | (car G" T et G" T , sont isomorphes sur F), on a cn b (t) = cn b (i') et de la même 
façon c Sb (t) = CE b (0- Comme de plus, D H *(lf) = D H *{t), D G *{t') = D G *(t), A(t') = A(t) et 
que l'isomorphisme T(F) — >■ T'(F), t i-> hth^ 1 envoie la mesure v(T)dt sur la mesure v(T')dt' , 
les termes indexés par T et T' dans (1) sont les mêmes. Soit % tS t a b un ensemble de représentants 
des classes de conjugaisons stables dans %. D'après 18.3.1(ii), la formule (1) peut se réécrire 

™n b ,s b = £ KTWf^TT 1 lim / cn b (t)c Sb (t)D* (i) 1 / 2 ^ (tfl 2 A(tf-^dt 

Soient T' G 7ï et T G 7^ stablement conjugués et /i G iïj qui vérifie 18.3. l(i). Soit t G T^F) 
et posons t' = h(f)(t)h~ l , X' qd = h(f)(X qd )h^ 1 et = h(f)(X' qd )h^ 1 . Puisque le transfert de 9u a à 
Gi est (— l) d 0n i; on montre comme précédemment que cri^t') = (— l) d cu a (t). De la même façon, 
on a c Si (i') = (-l) dw c Sa (t). On a aussi D Hi (t') = D Ha (t), D G *(t') = D Ga (t) et A(t') = A(t). 
L'isomorphisme T(F) — > T'(F), t >-» hth~ l envoie la mesure v(T)dt sur la mesure v(T')dt' . 
Puisque (— V) d+dw = — 1, on a par conséquent 

! cnSt^St^it^D^it^Aity-^dt = 
Jt(f) 

- [ cuAty^D^itf^D^ity^Aity-^dt 

Jt'(f) 

pour tout s G C vérifiant Re(s) > 0. D'après 18.3.1(ii), on a aussi h(T)\W F (H ai T)^ 1 = 
h(T')\W F(Fli, T')| _1 . Par conséquent, la contribution de la classe de conjugaison stable de T 
dans mn a ,E a est l'opposé de la contribution de la classe de conjugaison stable de T' dans mn^s»- 
Puisque la seule classe de conjugaison stable qui ne coupe pas % et T a est celle de {1}, seule 
cette classe contribue dans la somme mn„E, + ™n a ,£ a - On a donc 

mu u T, t + mn a ,T, a = cn i (l)cs i (l) 

D'après un résultat de Rodier ([Ro]), pour une représentation 7r G Irr{G) et O G Nil reg (g(F)), 
le coefficient 0^,0(1) vaut 1 si et seulement si ir admet un modèle de Whittaker par rapport à 
O et vaut sinon. D'après les hypothèses qu'on a fait sur les L-paquets, on a donc 
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m ni ,Si + mn a ,s„ = 1 
Il y a par conséquent un seul terme qui vaut 1 dans la somme 



mu^i + mn a ,s = ^ m(vr,CT V ) 

(o-,7r)e(s I xn l )u(s £l xn a ) 
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